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1 A statisztika alapjai

A biostatisztika a statisztika egyik alkalmazott 4ga, mely az orvosbioldgiai teriileten felmerild,
empirikus adatokkal leirt kérdések kvantitativ vizsgalataval foglalkozik.

Egy 1j vérnyomascsokkentd gydgyszer-jelolt valéban csokkenti a vérnyomast? Nagyfesziltsé-
gl vezeték kozelében tartdézkodas néveli a rédk-kockdzatot? Van-e Osszefliggés egy gyermek
taplalkozasi energiabevitele és magassaganak novekedése kozott? Ez csak par példa olyan kér-
désekre, melyek megvalaszolasinak egyik lehetésége az empirikus adatok alkalmazasa: Ossze-
gyljtjik gyogyszert szedd és nem szed6 emberek vérnyomasat; emberek lakhelyének tavolsagat
a nagyfesziiltségli vezetékektol, és azt, hogy kialakult-e naluk rak; gyermekek taplalasi adatait
és magassaguk alakulasidt. Ezen adatok birtokdban van remény a problémadk vizsgalatira, or-
vosilag relevans kérdések megvalaszolasara. Tovabbmenve az is lathatd, hogy végeredményben
mind szdmszer( adatra vezet (vérnyomasalakulds, rakkockézat, magassagvaltozas stb.), igy ad-
hatunk kvantitativ valaszokat is a kérdésekre (pontosan mekkora vérnyoméas-csokkenést okoz
varhatéan a gyogyszer-jelolt, ha egyaltalan okoz, hany szdzalékkal valtoztatja a rakkockazatot
adott nagyfesziltségii vezeték, ha egyaltalan valtoztatja, nagyobb energiabevitel mennyiben
moédositja a novekedés litemét, ha egyaltalan moédositja stb.). Ehhez természetesen megfele-
16 elemzéseket kell végrehajtanunk, megfelelé6 modelleket kell alkotnunk. Ezzel foglalkozik a
biostatisztika.

1.1. A statisztika alapfogalmai és agai

Ahogy lattuk, a statisztika egyik fontos feladata lesz bizonyos kérdések szabatos megvélaszo-
ldsa empirikus adatok alapjan. Ennek kapcsdn be kell vezetnink par alapfogalmat, mely a
statisztikusok beszédében lépten-nyomon elokeriil.

Azt a halmazt, melyre a statisztikai eszkozokkel megvizsgalandé kérdésiink vonatkozik
(cél)populacionak, vagy sokasdignak szokds nevezni. A sokasig elemeit szokds megfigyelési
egységnek is nevezni. Ha azt kérdezziik, hogy ,,Mennyi egy adott kurzus hallgatéinak atlagos
testtomege?”, akkor a sokasidg az adott kurzus hallgatéibél allé halmaz; a megfigyelési
egységek az egyes hallgatok.

Azt a szempontot, amely szerint a sokasig elemeit vizsgalat ala vonjuk, ismérvnek, vagy mas
szoval vdltozonak hiviuk. Az elébbi példa esetében a valtozd a testtomeg; més esetekben persze
tobb valtozét is haszndlunk. Azt a lépést, amikor adott valtozd értékét meghatarozzak egy
adott sokasagi elemre, altalaban megfigyelésnek nevezik a statisztikaban.



Nagyon sokszor nem tudunk a sokasdg valamennyi egyedérdl informéciét szerezni (azaz: nem
tudjuk mindegyiket megfigyelni). Ilyenkor a sokasig azon részhalmazat, amelyet meg tudunk
figyelni (tehat amelyrél informacionk van), mintdnak nevezzik, és ezt a helyzetet magat min-
tavételi helyzetnek hivjuk. Ennek egyrészt technikai okai lehetnek: sok esetben a sokasig
valamennyi egységérél valé adatgyiijtés (az tn. teljes kori megfigyelés) technikai okok miatt
nehézkes vagy egyenesen lehetetlen (tul koltséges, til bonyolult a megszervezése, tul idéigényes
stb.). A biostatisztikdban azonban ennél is fontosabb egy masik ok: az, hogy sok kérdés nem
egy kézzelfoghatd, véges nagysdgi sokasdgra (mint egy adott kurzus hallgat6i), hanem egy
un. fiktiv sokasagra vonatkoznak. A kurzus hallgatéit fel lehet sorolni, felirhatjuk a neveiket
egymas ald egy lapra. Egy orszdg lakosainal ugyan ez nehezebb a gyakorlatban, de elvileg
minden tovabbi nélkiil megtehetd. De vessiik ezt Gssze azzal a kérdéssel, hogy egy 1j vérnyo-
mascsokkentd gyégyszer-jelolt valéban csokkenti-e a vérnyomadst — mi itt a sokasag? Itt valami
alapveto kiilonbség van: ennek a sokasagnak az elemeit nem tudjuk felirni egy lapra! Soha
nem mondhatjuk azt, hogy tessék, itt a névsor, konkrétan, név szerint éket kell gydgyitania
a gyogyszernek. E kérdés nem emberek egy konkrét, osszeszedhetd csoportjara vonatkozik,
hanem egy képzeletbeli, megfoghatéan nem létez6, absztrakt csoportra (,aki megfelel a gyogy-
szer alkalmazasi feltételeinek és nincs ellenjavallata”). Ez nem egy konkrét sokasdg, hanem
egy fiktiv csoport; sokszor hasznos ha igy gondolunk ra, mintha ebben végtelen sok elem len-
ne. EbbOl az is kovetkezik, hogy akarmennyi embert is vizsgalunk meg ebbdl a sokasiaghdl,
az sziikségképp csak része lesz annak, azaz sziikségképp csak mintat fog jelenteni a sokasig-
bél. (Soha nem mondhatjuk, hogy mindenkin kiprébaltuk a gydgyszert, akin miikodnie kell.)
Ilyenkor tehat mindenképp mintavételi helyzettel lesz dolgunk. Mivel ez a helyzet tipikus a
biostatisztikdban, igy maris érthetd, hogy miért mondtam, hogy a mintavételi helyzetnek —
illetve kezelésének — kiemelt jelentOsége van a biostatisztikaban.

A statisztika azon agat, mely sokasagrél szerzett adatokkal foglalkozik, vagy mintabeliekkel de
ugy, hogy elhanyagolja, hogy csak mintardl van sz6é (mintha a minta lenne a sokasag) deskriptiv
(vagy leiré) statisztikanak nevezik; errdl késébb bévebben lesz sz6 (2. fejezet). Ide tartoznak
olyan kérdések, mint az informaciotomorités, lényegkiemelés, adatvizualizacid. A statisztika
azon aga, mely figyelembe veszi a mintavételi helyzetet, azaz mintabeli adatokkal foglalkozik,
de tgy, hogy szem el6tt tartja, hogy a kérdések valojaban a sokasdgra iranyulnak, és — a minta
alapjan — arra probal valaszolni, az induktiv (vagy kovetkeztetd) statisztikinak névre hallgat,
szintén részletesen lesz réla sz6 késébb (3. fejezet).

1.2. Valtozdok és mérési skalak

Az elébbi pontban kissé nagyvonalian csak annyit irtam, hogy a valtozé (vagy ismérv) az a
szempont, ami alapjan a megfigyelési egységeket vizsgilat ald vonjuk. (Természetesen tobb
ilyen is szerepelhet egy vizsgilatban.) Ez meglehetésen kézenfekvd akkor, ha mondjuk az
emberek testtomege a vizsgalati szempont — ekkor mondhatjuk egyszertien, hogy lemérjiik cket
alkalmas modszerrel, és az e tulajdonsagot leird ,testtomeg” valtozd legyen a lemért tomeg



mondjuk kilogrammban kifejezett értéke. Mas esetekben azonban kozel nem ilyen egyértelmii
a valtozok megvalasztasanak a kérdése.

A statisztika alapvetden szamszerli informécidk feldolgozasaval foglalkoz6 tudomény, igy ah-
hoz, hogy egy szempontot statisztikai iton tudjunk vizsgélni, elobb szdmszeriien mérhetévé
kell tenni. Ez természetesen olyan informécidkkal is végrehajthatd, melyek eredetileg nem
szamszeriiek, ezt nevezzik operacionalizdlisnak. Néha ez valéban szinte trividlis feladat (a
testtomeget mérjiikk az adott médon lemért és kilogrammban kifejezett testtomeggel), méaskor
viszont egyaltaldn nem az. Gondoljunk arra, hogy hogyan lehet szdmszeriien mérhetévé tenni
egy olyan jellemz&t, mint hogy milyen silyos egy alany depresszidja — szinte kiilon tudomanyag,
hogy ehhez milyen kérdéivek, egyéb vizsgilatok kellenek, mellyel ,lemérheté” ez. (Valgjaban
a testtomeg mérése sem feltétlentl trivialis. Mikor mérjiik, reggel, délben, este? Ruhéval,
anélkiil, mennyi ruhdval? Milyen mérlegen?)

A valtozok kapcsdn a mésik probléma, hogy egy sor tulajdonsig nem mérheté kozvetlentil
— akdr technikai akadédlyok miatt, akar az operacionalizdlds nehézségei miatt. Ez esetben
gyakran kényszeriiliink arra, hogy az eredetileg megcélzott valtozé helyett mas, immar mérheto,
és az eredetivel — lehet6leg minél szorosabb — kapcsolatban 1évé valtozot vagy valtozokat
mérjiink le. Az ilyen célbdl hasznilt valtozot nevezzilkk proxy wvdltozonak. Példaul komoly
gondban lennénk, ha az alany szocio6kondmiai statuszat kéne lemérniink egyetlen valtozéval —
ezt ilyen formédban aligha tehetjiik meg, igy a gyakorlatban proxykat probalnank hozza keresni,
példaul iskolai végzettséget mérnénk, jovedelmet, munkahelyi beosztast stb.

A kovetkezé kérdéskor, amirdl a valtozok kapcsan beszélni kell, az a mérési skdla fogalma.
Mivel a statisztika végeredményben szamszert informaciékat dolgoz fel, igy a valtozodinkat is
tipikusan szdmokkal fogjuk leirni. Eszre kell azonban venni, hogy vannak jellemz8i a valto-
zOknak, amik dnmagukban e szadmokbdl nem olvashatdak ki. Példanak okaért tekintsiik azt az
adatot, hogy mi az alany szemszine, és azt, hogy mennyi a CRP-je (ez egy laboreredmény).
Tételezziik most fel, hogy a szemszint gy szamszerusitettiik, hogy a barndhoz 1-et, a feketé-
hez 2-t, az egyébhez 3-at rendeliink; a CRP-nél pedig a koncentracidja szamértékét adjuk meg,
egész mg/l-ben. Marmost ekkor mindkét adat (a szemszin és a CRP) is lehet torténetesen
1, 2 és 3 értékli — am ettdl még hatalmas kiillonbség van koéztitk: a CRP-nél van értelme azt
mondani, hogy 1,23 volt az alanyaink atlagos CRP-je, de annak nyilvan nincs értelme, hogy
1,23 volt az atlagos szemsziniik. E mogott az hiuzodik meg, hogy a CRP-k szdmértékeit van
értelme Osszeadni egymassal, a szemszinek szdmértékeit nem. Tehat: az, hogy milyen miive-
letek végezhetoek el az adott valtozoval, nem olvashato ki a valtozd altal felvett értékekbdl.
Ezeket a kiilonbségeket a mérési skala fogalma ragadja meg, mely azt irja le, hogy hogyan
viselkednek, viselkedhetnek az adataink. A leghiresebb Stanley Smith Stevens mérési skéla
modellje, mely négy lépcséfokot kiilonboztet meg. (Azért is beszéliink lépcséfokokrdl, mert
ez egy egymasra épiilo, folyamatosan boviil6 felosztas: a késobbi, magasabb skaldk birnak az
Osszes tObbi korabbi, alacsonyabb skala tulajdonsagaival, és még persze valamilyen tobblettel
is.) Stevens skalai a kovetkez6ek:

1. Névleges (nomindalis) skala Ilyen skalan mért adatok esetén az adat szdmértékének va-



l6jaban nincs semmi jelentOsége, kizardlag az szamit, hogy a szamérték ugyanaz-e két
alanyndl vagy sem: ha ugyanaz, akkor a két alany egyezik a viltoz6 szempontjabél, ha
nem, akkor nem — és kész, ennyit mondhatunk, semmi tobbet. Erre j6 példa a beteg
lakohelye megye szerint; 1-t6l 20-ig kédolva. Ha az egyik betegnél ez 3, a masikndl 6,
akkor kizardlag annyit mondhatunk, hogy kiilonb6z6 megyében laknak, semmi tobbet.
Olyan kijelentéseknek, hogy a masodik ,,harommal nagyobb megyében”, | kétszer akkora
megyében”, vagy akar csak annak, hogy ,nagyobb megyében lakik” nyilvinvaléan nincs
értelmiik. Tovabbi tipikus példa nomindlis ismérvre a beteg neme, rassza, szemszine stb.

2. Sorrendi (ordindlis) skdla Ilyen skila esetében mér valamennyi jelentésége van a szdm-
értékeknek: szamit ugyanis, hogy melyik nagyobb — am ezen kiviil semmi mas. Ezzel
tehdt a lehetséges kimeneteket sorba rendeztiik (innen a skéla neve), &m egyebet nem
mondhatunk. Tipikusan ide tartozik a kiilonféle betegségek staging adata. Ha ez egyik
beteg 1., a masik II. stddiumban van, akkor mondhatjuk azt, hogy ez utébbi allapota su-
lyosabb (ha ez nomindlis skdldn mért ismérv lenne, akkor mar ennyit sem mondhatnénk,
csak annyit, hogy nem ugyanaz a stlyossag), am olyan kijelentéseknek, hogy ,eggyel
sulyosabb”, vagy ,kétszer olyan silyos” allapotban van, nincs értelme. Vegyiik észre,
hogy ez valéban tartalmazza a nominélis skéla jellemz6it (hiszen ha a kimenetek sorba-
rendezhetbek, akkor természetesen meg is kiillonboztethetéek), azaz tényleg kib&vitése
annak.

3. Valodi skdalan mért ismérvek 1de tartoznak azok az ismérvek, amelyek kimeneteivel mar
egyéb miiveletek (nem csak az Osszehasonlitds és a sorbarendezés) is értelmezettek. Pél-
d4ul ha egy beteg CRP-je 1 mg/l, egy mésiké 2 mg/1, akkor mondhatjuk, hogy a kettd
kiilénbozik (nomindlis tulajdonsig), mondhatjuk, hogy az utébbi nagyobb (ordinélis tu-
lajdonsag), de nyugodtan tehetiink olyan kijelentést is, hogy az utébbi ,eggyel nagyobb”,
vagy hogy ,kétszer akkora” mint az elébbi! Ezek a skalan mért ismérvek, ide tartozik
példdul a legtobb laboreredmény. A statisztikai irodalomban ezen a kategéridn beliil két
tovabbi csoportot szokds megkiilonboztetni: a kiilonbségi — vagy intervallum — skalan
mért ismérveket, és az ardnyskalan mért ismérveket. Az eltérés a kettd kozott, hogy az
el6zében csak az Osszeadds, mig az utébbiban az Osszeadas és a szorzas is értelmezett.
Példaul a CRP aranyskalan mért, hiszen két érték vonatkozasidban beszélhetiink arrél,
hogy az egyik mennyivel t6bb, illetve hanyszorosa a masiknak. A beteg testhémérsékle-
ténél, ha azt Celsius-fokban mérjiikk, mar nem ez a helyzet! Annak van értelme, hogy az
egyik beteg maghdmérséklete 5 fokkal tobb, de olyat nem mondhatunk, hogy 10%-kal
magasabb’.

Megjegyezziik, hogy az elsé két skaldn mért valtozdt nagyon gyakran mindségi (vagy kvalitativ)
valtozénak nevezik kozos néven, mig a valodi skalan mért valtozokat sokszor mennyiségi (vagy
kvantitativ) vdltozonak hivjik.

Itt érdemes megemliteni, hogy a valtozdkat csoportosithatjuk aszerint is, hogy hény lehetséges

!Gondoljunk csak bele, ha ma 2 fok van kint egy téli napon, tegnap 1 fok volt, akkor aligha mondhatjuk, hogy
ma kétszer olyan meleg van.. Ez abbdl adddik, hogy a homérsékletnek nincsen rogzitett nulla pontja — az
teljesen esetleges, hogy a Celsius-skédla hova rakta azt.



kimenetet vehetnek fel. Ha véges sokat vagy legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sokat, ak-
kor diszkrét valtozérdl beszéliink, killonben folytonosrol. Folytonos valtozora tipikus példa az
olyan valtozé, melynek értékei a valds szamok koziil, vagy a valés szdmok valamilyen intervallu-
mabol (pl. pozitiv valés szamok) kertilnek ki. Természetesen a gyakorlatban a korlatos mérési
pontossag miatt elvileg minden valtozé diszkrét, de ha nagyon nagy a lehetséges kimenetek
szama, és ezek egymashoz stiriin helyezkednek el, akkor altaldban nyugodtan alkalmazhato a
folytonos kozelités.

Nagyon sokszor a diszkrét valtozo fogalmat azonositjdk a minOségi, a folytonosat pedig a
mennyiségi valtozéval. Tisztan elméleti szempontbdl ez nem helyes (hiszen két kiilonb6zé
szempontr6l van szd), bar tény, hogy a legtobb esetben valoban fennéllnak ezek a megfe-
leltetések. Egy nevezetes kivétel ez aldl a kiilonféle darabszamokat, események szamat stb.
tartalmaz6 adatok, melyek a 0, 1, 2, 3 sth. értékeket vehetik fel (tehat diszkrétek), mégis
skalan mértek, sét, azon belill is ardnyskaldn (tehét pont hogy a legmagasabb mérési skélan),
hiszen altaldban van értelme nem csak kiilonbségiikrol, de akar a hanyadosukrél is beszélni.

1.3. A biostatisztika kapcsolodé tudomanyai és elhatarolasa

A biostatisztika az alkalmazott statisztika egyik aga, hasonléan a pszichometridhoz, agromet-
ridhoz stb. Latni kell, hogy a statisztika tobbé-kevéshé egységes tudoméany, igy végsé soron
hasonlé modszereket alkalmaz az Osszes felsorolt dg, kiilonbség inkabb a részletekben (parti-
kularis problémdakhoz testreszabott vagy kifejlesztett médszerek) és a az eljardsok prezentaci-
Ojaban van.

Mint minden alkalmazott agnak, a biostatisztikanak is a statisztika, matematikai statisztika
adja az alapjat. Az itt bemutatott mddszerek j6 részéhez ugyan nincs sziikség mélyebb ma-
tematikai statisztikai ismeretekre, de a manapsag kifejlesztett j mddszerek egyre komolyabb
matematikai eszkoztarat hasznalnak.

A matematikai statisztika a matematika tObb agdra is épit, de ezek koziil természetesen a
valésziniiségszamitas a kiemelked6en legfontosabb. (Ezt tobb mas teriilet is kiegésziti termé-
szetesen, példaul a linedris algebra.) Nem tilzés azt mondani, hogy a val6sziniiségszamitas a
statisztika mogotti ,,alaptudomany”, melynek alapos ismerete elengedhetetlen a matematikai
statisztika magas szintli miiveléséhez. E jegyzetben azonban egyediil az induktiv statiszti-
kai rész fog komolyabb valdszintiségszamitasi alapismereteket feltételezni, a tobbi rész minden
specidlis matematikai ismeret nélkiil is kévethetd lesz.

A valészintiségszamitason, matematikai statisztikan kiviil természetesen orvosi ismeretekre is
sziikség van a biostatisztika miiveléséhez. Ha nem is feltétlentil 1étkérdés, de a biostatisztikus
munkajat megkonnyiti, ha legalabb érti az orvosok széhasznalatat, valamint tisztaban van az
emberi test miikodésének élettani és a betegségek kérélettani alapjaival.



Ezt a szakaszt azzal zarom, hogy kisérletet tesziink a biostatisztika elhatarolasara két olyan
teriilettél, amellyel gyakran keveredik a fogalma. Az egyik a bioinformatika: ez a manap-
sag rendkiviil népszert teriilet azonban inkabb szdmitastechnikai, algoritmikus kérdésekkel
foglalkozik (melyekkel nagy orvosbioldgiai adatbazisokon is hatékonyan végezhet&ek bizonyos
miiveletek, megvalaszolhatéva vélnak bizonyos orvosilag relevans kérdések). A masik a bio-
matematika, ez alatt azonban inkabb olyan teriiletet értiink, mely jellemz6en nem statisztikai,
hanem més matematikai (els6sorban analizisbeli) eszkozoket, példdul differencidlegyenleteket
hasznal, és a modellek adatokbdl torténd becslése csak masodlagos kérdés.

1.4. A biostatisztika szamitastechnikai hattere

Modern biostatisztika szinte elképzelhetetlen szamitogépek, szamitastechnikai tdmogatas nél-
kiil. Ennek legaldbb harom konkrét aspektusa van.

El6szor is, a leginkdbb ,, mechanikus” tdmogatas, amit a gépek adhatnak, hogy a szokésos szé-
mitdsi miiveleteket (példaul egy dtlag meghatarozasa vagy egy statisztikai préba kiszdmitasa)
végrehajtjak helyettiink. Bar sok statisztika kurzuson még ma is megtanitjak a hallgatokat a
kézi szamitésra (elsGsorban azért, hogy jobban rogziiljenek a szamitasok részletei is), valdja-
ban mar minden gyakorlati alkalmazasban szamitégépek végzik a mechanikus kalkulacidkat,
érthetd okokbol kifolydlag.

A szamitoégépek ennél kicsit altalanosabb moddon is tudjak tdmogatni a statisztikus munka-
jat. Azaltal, hogy segitik a nagy adatbézisok kezelését (szlirés, rendezés, keresés stb.), az
adattranszforméciokat (vdltozok atkédolésa, fiiggvény szerint transzformadlasa stb.), lehet6vé
teszik, hogy konnyen kiszamoljunk mutatdkat, vizualizaljunk adatokat és igy tovabb, a haté-
konyabb, kreativabb munkavégzést is segitik. (Részint azaltal, hogy csokkentik vagy szinte
megsziuntetik a rutinfeladatok idéigényét, és igy segitik, hogy a statisztikus a lényegre tud-
jon koncentralni, részint azaltal, hogy szamitégépek nélkiil nem, vagy csak nagyon nehezen
kivitelezhet6 segitségeket — pl. hdromdimenziés dbrak — is tudnak adni a helyzet jobb megér-
téséhez.)

Végiil pedig, vannak bizonyos moddszerek, melyek nem csak nehézkesek lennének, de egyenesen
elképzelhetetlenek szamitastechnikai tamogatas nélkiil. Ezek az Un. szdmitdsintenziv maod-
szerek (példéul az jramintavételezésen alapuld eljarasok, a kiilonféle algoritmikus modellek)
mind rendkiviili szdmitasigénnyel birnak, igy lényegében a szamitogépekkel egyiddsek, hiszen
a nélkiil kifejlesztésiik, és kiillonésen az érdemi hasznalatuk nem volt elképzelhetd.

Zarasként nagyon roviden megemlitem a talan legfontosabb programokat, melyeket a
(bio)statisztikusok hasznalnak:

e SAS A SAS egy komplex, nagyméretli és draga programcsomag. Legfébb elénye, hogy
jol standardizalt, bejaratott, és a gydgyszeriparban — épp emiatt — elGszeretettel alkal-
mazzak.



o SPSS Az SPSS egy éltalanos célu statisztikai programcsomag (eredetileg szociolégusok-
nak fejlesztették ki), funkcionalitdsa szdmos — egyenként megvasirolhaté — modullal
allithaté be a kivant szintre. Grafikus kezel6feliilete rendkiviil egyszerti és kényelmes
(rdadédsul nagyon sokan eleve ezt szoktak meg), mellyel a beépitett funkcidk néhany kat-
tintassal végrehajthatéak. Cserében a bonyolultabb statisztikai probléméak megoldésa —
noha van sajat szkript-nyelve — nagyon nehézkes lehet. Osszességében véve az alapve-
t6 dolgokat kénnyld megesindlni — a komplexebbeket viszont nagyon nehéz. Az SPSS-t
béar sokan hasznéljak, nincs mogotte széles, tdmogatd nemzetkozi kozosség, mely érdem-
ben bévitené a programcsomagot. Didaktikai hibdi, gyatra adatvizualizaciés lehet6ségei,
korlatozott bévithetésége miatt nem ajanlhaté a hasznalata biostatisztikai célokra.

e R Az R egy ingyenes és nyilt forraskdédiu programnyelv (http://www.rstudio.com/), egy-
ben a talan legismertebb és legfontosabb biostatisztikai szamitasi kornyezet. Fo erejét
az adja, hogy — az egyébként kezdOk szdmara is nagyon tamogatd hozzadllast — virdgzo
nemzetkozi felhasznaldi kozosségnek koszonhetéen hihetetlen mennyiségii kiegészitd ér-
hetd el hozzd a legkiilonfélébb alkalmazasokhoz, AFT-modellektdl a Zipf-eloszlasig, de
ha valaki méhpopulacidk 6kologidjarol készitene statisztikat, még ahhoz is talal kész cso-
magot. (2025-ben t6bb mint 22 ezer csomag érhetd el, nem ritka, hogy napi 5-10 1]
jelenik meg!) Egy sor Gjonnan kifejlesztett statisztikai mddszert els6ként R alatt imple-
mentalnak. E kiegészité csomagokkal az R ereje hatalmas: rendkiviil komplex feladatok
is végrehajthatbak egysoros hivdasokkal (néha sz6 szerint). Az R alapvéltozataban még
csak érdemi grafikus feliilet sincs hozzd és minden utasitast parancsként kell beirnunk;
ezen segit az RStudio (szintén ingyenes és nyilt forraskodi) integralt fejlesztékornyezet
(http://www.rstudio.com/) alkalmazasa.

o Stata A Stata az R legfontosabb alternativéija, szintén széleskori nemzetkozi kozosséggel
és szamos kiegészitovel, azonban az R-rel szemben nem ingyenes és nem nyilt forraskéda
programroél van sz6. A Stata-nak van grafikus feliilete, azonban a szkriptnyelve is elég
erds, bar a kozelében nincs az R elterjedtségének. Nem ingyenes és nem nyilt forraskéda
jellege korlatozza a széleskorii hasznalatot, illetve a nyelv néhany jellegzetessége is elég
furcsa (példaul sokaig egyszerre csak egy adatbazist lehetett betdlteni a memoridba és
hasznalni).

Jelen jegyzet mindenhol az R statisztikai programcsomagot fogja hasznélni az elméleti monda-
nivalé illusztraldsdhoz. Az R-be bevezetést nyujt a https://ferenci-tamas.github.io/r-nyelv/
cimen elérheto elektronikus jegyzet.

1.5. Futé példa

A jegyzet hatralevd részében szerepld példak didaktikai okokbdl mind ugyanarra az adatbazisra
vonatkoznak; ebben a szakaszban ezt mutatom be.

Az adatbazis egy klasszikus demonstraciés adatbazis, dltaldnosan hasznalt neve Low Infant
Birth Weight (LOWBWT vagy BIRTHWT); a Baystate Medical Center (Springfield, Massa-
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chusetts, Egyesiilt Allamok) kérhazban végrehajtott kutatésbol (1986) szarmazik. A kutatéds
célja annak vizsgalata volt, hogy milyen tényez0k befolyasoljak, hogy egy vilagra jové 0jsziilott
kis sziiletési tomegii? lesz-e.

Az adatbézis 189, Baystate Medical Center-ben lezajlott sziilésrol tartalmaz adatokat, egyrészt
azt, hogy kis sziiletési tomegli volt-e a vilagra jott 0jsziilott, masrészt egy sor tényezot, ami
Osszefiigghet a kis sziiletési sillyal. A valtozok roviditését, jelentését és mérési skalajat a 1.1.
tablazat mutatja.

1.1. tablazat. A fut6 példa, a Low Infant Birth Weight adatbazisanak valtozéi f6bb jellemzo-

ikkel

Rovidités Tartalom Mérési skala

low Sziiletési tomeg < 2,5 kg? Nominalis
[0:nem, 1:igen]

age Anya életkora [év] Aranyskéla

lwt Anya testtomege (UM) [font] Ardnyskéla

race Rassz [1: kaukdzusi, 2: Nominalis
afroamerikai, 3: egyéb]

smoke Anya dohanyzik? [0:nem, Nominalis
1:igen]

ptl Korabbi korasziilések szdma  Aranyskala
[darab]

ht Anyai hiperténia? [0:nem, Nominalis
1:igen]

ui Irritabilis méh? [0:nem, Nominalis
1:igen]

ftv Vizitek szdma (1. trimeszter) Aranyskala
[darab]

bwt Sziiletési tomeg [g] Aranyskala

Szemléltetésként az adatbazis elsé néhany megfigyelési egysége (az adatbazis megtaldlhat6 az
R statisztikai kornyezet MASS nevii konyvtardban birthwt néven):

data(birthwt, package = "MASS")
head (birthwt, 10)

low age lwt race smoke ptl ht ui ftv bwt
865 0 19 182 2 0 0 0 1 0 2523

2Kis sziiletési tomegrdl akkor beszéliink, ha az djsziilott testtomege kisebb mint 2 500 gramm, akdrmennyi is
a gesztaciés kora.
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2 Deskriptiv statisztika

Ebben az fejezetben a statisztika deskriptiv (leir6) dgaval fogunk foglalkozni. Mar utaltam réa,
hogy deskriptiv statisztikarol akkor beszéliink, amikor kizarélag a mintdban 1évé informéciét
igyeksziink valamilyen médon megragadni (és nem térédiink azzal, hogy a minta maga is
csak a valésag egy ,szelete”, szebben megfogalmazva: figyelmen kiviil hagyjuk a mintavételi
helyzetet).

El6szor ezt a gondolatot fogjuk pontositani, kézelebbrdl koriiljarni; majd pedig megismer-
kedlink a leiré statisztika legalapvetébb mddszereivel. Latni fogunk grafikus és analitikus
modszereket, foglalkozunk egy- és (roviden) tobbvéltozos helyzetekkel; az ismertetést pedig a
vizsgalt valtozok mérési skaldja (1.2. alfejezet) szerint végezziik. (Azzal, hogy a nomindlis és
az ordinalis, illetve az intervallum- és aranyskalan mért valtozékat nem valasztjuk szét, hanem
mindségi és mennyiségi valtozokrdl fogunk beszélni.) Ezek utdn az olvaso szamaéara ismerds lesz
a mai orvostudomanyi cikkekben alkalmazott deskriptiv eszkoztar tilnyomoé része; az elemi
eszkozoknek pedig szinte egésze.

Ebben a fejezetben a mar emlitett moédon a Low Infant Birth Weight adatbézist fogom futé
példaként hasznalni a médszertani mondanivalé illusztralasara. Az abrak és a szamitasok R
statisztikai kornyezet alatt késziiltek.

2.1. A deskriptiv statisztikarél altalaban

Amint mar tobbszor emlitettiik, a deskriptiv statisztika definicids jellemz&je, hogy kizardlag a
mintdban 1év6 informéciéval torédik, szdméara az az ,,univerzum”, és teljes mértékben figyelmen
kivil hagyja azt a kérdéskort, hogy a mintaban 1év6 informacié hogyan viszonyul a sokasagban
1év6 informéciéhoz. Innen ered a mddszer neve is: a deskripcid leirast jelent, azaz a deskriptiv
mobdszerek pusztan a minta — valamilyen szempontbdl ,,j6” — leirdsit célozzak meg (nem pedig
kovetkeztetést a sokasdgra). Nem véletlen, hogy ebben a kontextusban nagyon sokszor minta
helyett adatbdzist mondunk (titkkrozve, hogy itt igazabdl nincs is jelentésége annak, hogy az
adataink csak — a sz6 statisztikai értelmében — egy mintat jelentenek).

A ,,jé leiras” alatt legtobbszor azt értjiikk, hogy a mintaban 1év6 informéaciot tgy prébaljuk
tomoriteni, hogy kozben — valamilyen elemzési célra tekintettel — kiemeljik a lényeget. Erre
azért van sziikség, mert a legtobb esetben a mintdban 1évé informécié (még ha csak néhény
valtozora, és néhény tucat megfigyelési egységre is gondolunk) feldolgozhatatlan ,ranézésre”.
A szdmok tengerébdl még a legalapvetébb kérdésekre sem tudnank vélaszolni. Sziikség van
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tehat olyan médszerekre, melyek ,,emészthetové teszik” ezt a szamtengert: csokkentik a bonyo-
lultsagat, hogy tudjuk értelmezni azt, fel tudjuk hasznalni kérdések megvalaszolasahoz, illetve
1j megéllapitdsok eléréséhez.

Nyilvanval6, hogy a bonyolultsag csokkentése csak gy lehetséges, ha informéaciot hagyunk
el. Az egész miivelet kritikus pontja épp ez: annak megvalasztdsa, hogy mennyi informéciét
hanyagoljunk el (és persze hogyan). A  hogyan” szerepe trividlis: ha egy adott, mennyiségi
valtozéra vonatkozd 100 elemii mintabdl elhagyjuk az elsé 99 elemet, akkor ugyan egyetlen
szamma, azaz teljesen attekinthetévé alakitjuk az informéaciot — csak épp nyilvan semmit nem
ériink el vele. Ha viszont kiszamoljuk az atlagot, akkor ugyanigy egyetlen szamot kapunk, de
immadr igy, hogy annak van értelme, azaz felhasznalhatjuk kérdések megvilaszolasahoz, illetve
4j megéllapitdsok eléréséhez.

A meghatérozé kulcskérdés az elhanyagoldsban (az informéaciétomoritésben) tehat a ,,mennyit”.
Lathatd, hogy atvaltas, trade-off all fenn az dttekinthetdség, és a reprodukcios hiiség kozott:
minél tébbet hanyagolunk el, annal inkdbb segitjiikk az attekinthetdséget, de anndl tébbet
vesztiink az eredeti informécié hiiséges reprodukciéjabdl. A deskriptiv statisztika igazi sava-
borsa (végeredményben a legtobb mddszer, igy vagy gy, de ebben foglal el egy &dlldspontot)
a j6 kompromisszum megkotése a kettd kozott. Példanak okéért, adatbazisunkban a sziiletési
tomeg valtozo megfigyelései igy néznek ki:

birthwt$bwt

[1]
[16]
[31]
[46]
[61]
[76]
[91]

[106]
[121]
[136]
[151]
[166]
[181]

2523
2769
2920
3062
3225
3402
3614
3790
3997
1588
2055
2296
2442

2551
2778
2948
3080
3232
3416
3629
3799
4054
1588
2082
2301
2450

2557
2782
2948
3090
3232
3430
3629
3827
4054
1701
2084
2325
2466

2594
2807
2977
3090
3234
3444
3637
3856
4111
1729
2084
2353
2466

2600
2821
29077
3090
3260
3459
3643
3860
4153
1790
2100
2353
2466

2622
2835
2977
3100
3274
3460
3651
3860
4167
1818
2125
2367
2495

2637
2835
2977
3104
3274
3473
3651
3884
4174
1885
2126
2381
2495

2637
2836
2922
3132
3303
3544
3651
3884
4238
1893
2187
2381
2495

2663
2863
3005
3147
3317
3487
3651
3912
4593
1899
2187
2381
2495

2665
2877
3033
3175
3317
3544
3699
3940
4990
1928
2211
2410

2722
2877
3042
3175
3317
3572
3728
3941

709
1928
2225
2410

2733
2906
3062
3203
3321
3572
3756
3941
1021
1928
2240
2410

2751
2920
3062
3203
3331
3586
3770
3969
1135
1936
2240
2414

2750
2920
3062
3203
3374
3600
3770
3983
1330
1970
2282
2424

2769
2920
3062
3225
3374
3614
3770
3997
1474
2055
2296
2438

Ezt a megadast nevezhetnénk az egyik végpontnak ebben a kompromisszumban: 100% repro-
dukcids hiiség, de — szinte — 0% attekinthetdség. Ez a legalapvetébb kérdések megvélaszolasat,
a legalapvetébb észrevételek elérését is lehetetlenné teszi. (Képzeljiik el, hogy mi van, ha
tizezer alany lenne az adatbazisban!)

Masik végpontnak vehetjik azt, amikor a fenti adatoknak csak az atlagat adjuk meg
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mean (birthwt$bwt)

[1] 2944 .587

Ez nagyon alacsony reprodukcios hiiséget jelent (189 szambol 1-et ., gyartottunk”, szinte semmit
nem tudunk reprodukalni az eredeti adatbazisbdl), viszont remek az attekinthetésége, lathato,
hogy mi a ,kézepes” sziiletési tomeg.

Az igazan érdekes az, hogy — természetszeriileg — a két végpont kozott szamos egyéb komp-
romisszumot kothetiink. Megadhatjuk példaul (az utébbi végponttdl az elébbi felé haladva)
az adatok atlagat és szérasat: 2944.5873016 + 729.2142952, az adatok atlagat, medidnjat,
széTasat és interkvartilis terjedelmét!: 2944.6 (2977) + 729.2 (1073), vagy épp az adatok atla-
gat, medidnjat, szérasat, interkvartilis terjedelmét, illetve minimumat és maximumat: 2944.6

(2977) + 729.2 (1073) [709-4990).

Latszik, hogy minden ilyen megadés egyfajta kompromisszum: egyre tobb informaciét orziink
meg (egyre kevesebb az adatvesztés, hiiségesebb a reprodukcid), viszont kézben romlik a meg-
adas attekinthetosége.

Osszefoglalva tehat megallapithatjuk, hogy bar az informéciétémérités ugyan sziikségképp
adatvesztést jelent, ez azonban nem feltétleniil baj, épp ellenkezdleg: ez teszi lehetévé, hogy a
fontosat észrevegylk. A kulcs a kettd kozotti egyensilyozas.

2.2. A deskriptiv statisztika modszereinek csoportositasarol

Azért, hogy az igen nagy szamu leir6 statisztikai médszert attekinthetGen tudjuk targyalni,
érdemes megismerkedni par szemponttal, melyek mentén e modszerek jellegzetes, és gyakor-
lati szempontbdl fontos csoportokba sorolhatéak. Ez egyrészt segit a modszerek attekintését,
megtanulasat is, masrészt jol jon késébb, a gyakorlati munka sordn is: mindig érdemes végig-
gondolni, hogy egy adott helyzet melyik csoportba tartozik, és ez rogtén megadja, hogy mik
a szbéba jovo eszkozok.

2.2.1. Grafikus és analitikus modszerek

A fent mutatott példak (atlagtél szérdson at a terjedelemig) mind tn. analitikus eszkézok
voltak, azaz a (szdmszer(l) informaciobdl szamszerti, csak épp tomorebb, lényeget kiemeld in-
forméciét gyartottak. Az analitikus mddszerek tipikus példai a mutatészamok, mint amilyen
az atlag vagy a szords, bar léteznek ennél komplexebb (nem egyetlen szambdl allé) eredményt

'Most még nem fontos, hogy ezek a mutaték pontosan mit jelentenek (a késbbiekbdl tigyis ki fog deriilni),
csak annyi szamit, hogy a minta kiilonb6z6 leiroi.
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szolgaltatd analitikus eszk6zok is — az azonban koézos pont, hogy mindegyik szamszeri kime-
netet ad.

Ezzel allnak szemben a grafikus médszerek, melyek a bemend (szdmszerii) informaciobdl vala-
milyen képi megjelenitést konstrudlnak. Szokas ezért az ilyet adatvizualizdcionak is nevezni,
bar ezt a megnevezést gyakran csak a komplexebb médszerekre alkalmazzdk.

A grafikus médszerek altalaban kevésbé tomorek és kevésbé objektivizalhatéak (ami gond lehet,
ha példaul Gsszehasonlitdsra van sziikség), de cserébe nagyon sokszor jobban értelmezhetd
benyoméast tudnak adni a vizsgalt adatbézisrél. Ennek hatterében az van, hogy az emberi
agy kiilonosen alkalmas strukturak azonositasara, vizsgalatara grafikus informéacidokban; igy
ha tigyesen tudjuk vizualizalni adatbézisunk tartalmat, azzal nagyban megkoénnyithetjiik az
elemzését. Nem véletlen, hogy John Wilder Tukey egyszer azt mondta: , There is no excuse
for failing to plot and look!” (,,Nincs mentség arra, ha nem abrazoljuk az adatokat és néziink
egyszeriien ra!”).

2.2.2. Egy- és tobbvaltozés maodszerek

Szemben azzal, amit sokan elsére gondolndnak, hogy ti. az egyvaltozés mddszerekkel egyetlen
valtozdt vizsgalunk (mig a tobbvaltozdsakkal tobbet), valéjaban egyvaltozés mddszerekkel is
vizsgalhatunk akarhany valtozot. A kiilonbség tehat nem ez, hanem az, hogy az egyvaltozos
modszerekkel egy iddben egyetlen valtozot vizsgalunk csak, mig a tobbvaltozés mddszerek
egyidejiileg is tobb valtozét tekintenek. (Ha megadjuk, hogy pontosan hanyat, akkor ezt az
elnevezésben is szerepeltethetjiik, pl. kétvaltozds vizsgdlat, haromvaltozés vizsgalat stb.)

Hogy mit értiink az alatt, hogy ,,egy idében”? Képzeljink el egy adatbazist, melyben embe-
rek testmagassagat és testtomegét mértik le. Okkal varjuk azt, hogy a nagyobb testmagassag
tendencidjaban nagyobb testtomeggel jar egyiitt, tehat azoknak, akiknek nagyobb a testmagas-
saguk, varhatéan? nagyobb a testtomegiik is. Igen 4m, de ha dnmagdban csak a testmagassagot
vizsgaljuk, vagy csak a testtOomeget, akkor ezt soha nem vennénk észre! Vegyiik észre, hogy
barmilyen alapos elemzést is végeznénk (beleértve akéar az Gsszes megfigyelés tomorités nélkiili
felsorolasat), soha nem joviink ra erre a kapcsolatra — hiszen a kiilon-kiilon végzett vizsgalatok-
ban nem tudjuk Osszerendelni az ugyanazon emberhez tartozé testmagassagot és testtomeget
(épp ez a definicija a kiilon-kiilon végzésnek). Amit tehat elvesztiink, az a valtozok kozotti
kapesolatok kérdéskore. Eppen ezért mondhatjuk azt, hogy egy tébbvaltozos vizsgalat tobb,
mint tobb egyvaltozds vizsgalat — hiszen itt mar megjelenik a valtozok kozotti kapcsolatok
kérdése is.

Végezetiil megjegyezziik, hogy a tobbvaltozés kategéridt néha szétbontjék, arra tekintettel,
hogy a tobbvaltozos elemzés klasszikus arzenalja csak egy-két tucat valtozdig alkalmazhatd
hatdsosan (s6t, igazdn hatdsosan inkabb csak 10-nél is kevesebb véltozora). Az e {616tti tarto-
manyban néha megkiilonboztetésiil sokvaltozés adatelemzésrol beszélnek.

2E jelenséget kés6bb pontosabban is meg fogjuk ragadni, de most béven elég lesz ez a kissé pontatlan megfo-
galmazas is.
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2.2.3. A vizsgalt valtozdo(k) mérési skalaja

A leiré statisztika mddszerei jellegzetesen eltérnek aszerint is, hogy milyen mérési skalan mért
valtozo elemzésérol van sz6. Amint mar emlitettem is, az ordinalis és nomindlis valtozokat
altalaban nem fogjuk megkiilonboztetni, és egységesen mindségi valtozokrol fogunk beszélni,
hasonléképp az intervallum- és ardnyskaldn mért valtozok esetében is egységesen mennyiségi
valtozokrol lesz sz6.

2.3. Mindségi valtozo egyvaltozos elemzése

Minéségi valtozéra j6 példa adatbézisunk rassz (race) valtozdja, mely az alany rassz szerinti
hovatartozasat adja meg és ilyen mdédon nomindlis. A koévetkezékben megvizsgaljuk, hogy
egy ilyen viltozé leirdsira milyen analitikus (2.3.1. pont) és grafikus (2.3.2. pont) eszkoézeink
vannak.

2.3.1. Analitikus eszkozok

Ilyen valtozé elemzésének tipikus analitikus eszkoze a gyakorisagi sor. A gyakorisagi sor a
valtozé lehetséges kimeneteit (kategéridit) tartalmazza, egyiitt azzal, hogy az adott kimenet
hanyszor fordult el6 az adatbazisban. Az ilyen ,darabszamot” a statisztikdban altaldban is
gyakorisagnak nevezik, és f-fel jelolik. (Illetve, ha utalni akarunk arra, hogy az i-edik kate-
géria gyakorisagarél van sz, akkor f;-vel.) Altaldban n-nel szokés jelolni a mintanagységot,

Szokés még beszélni relativ gyakorisagrdl is, ami nem mas, mint az elébbi (abszolit) gyako-
risdg osztva a mintanagysaggal (azaz n-nel). A relativ gyakorisig tehat azt mutatja meg, hogy
egy kategoridba a megfigyelési egységek mekkora hanyada esik. Természetesen 2?21 g; = 1.

Példanak okaért, a rassz valtozo gyakorisigi sora:

birthwt$race <- factor(birthwt$race, levels = 1:3,

labels = c("Kaukazusi", "Afroamerikai", "Egyéb"))
table(birthwt$race)
Kaukdzusi Afroamerikai Egyéb
96 26 67

prop.table(table (birthwt$race))
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Kaukéazusi Afroamerikai Egyéb
0.5079365 0.1375661 0.3544974

cbind(table(birthwt$race), prop.table(table(birthwt$race)))

[,1] [,2]
Kaukazusi 96 0.5079365
Afroamerikai 26 0.1375661
Egyéb 67 0.3544974

Megjegyezziik, hogy a teljes relativ gyakorisagi sort a statisztikusok nagyon gyakran a valtozé
megoszlasanak hivjik.

Vegyiik észre, hogy ebben a specialis esetben az informaciétomorités igazabol semmilyen infor-
maéacidveszteséggel nem jart: ez a harom szam pontosan ugyanigy hordoz minden informaciét
err6l a valtozérél mint az eredeti 189 szam! (Az adatbazis keresztmetszeti, az alanyok felsoro-
lasi sorrendjének nincsen semmilyen jelentdsége.) Ez azonban egy specidlis eset, ami kizar6lag
a valtoz6 mindségi mivoltanak volt koszonheto.

A gyakorisagi soron kivill egy mutatészamnak van még értelme ennél a mérési skalanal: a
moédusznak. A moédusz (jele: Mo) nem més, mint a leggyakoribb® kimenet (tehit az a
kimenet, melyhez tartoz6 gyakorisdg a legnagyobb az adatbézisban). Nagyon formalizdlva ezt
irhatnank:

Mo = argmax f;.

A példankban tehat a rassz modusza a kaukdzusi.

Erdemes megfigyelni, hogy itt viszont mdr érvényesiil a kompromisszum a hiiség és az &tte-
kinthet6ség kozott! Nyilvan még attekinthet6bb, ha a fenti 3 szam megadasa helyett annyit
mondunk, hogy ,a mdédusz a kaukazusi”, de ebben méar nagyon is lesz informéacioveszteség:
nem tudhatjuk, hogy a 189-b6l 189 kaukdzusi vagy 64 (vagy épp 96), és semmit nem tudunk
a tobbi kategoria gyakorisagarol.

Végezetiil megjegyezziik, hogy az ordinalitas csak annyit médosit a fentieken, hogy a gyakori-
ségi sorban a kategériak felsoroldsi sorrendje kétott* lesz (nominalis esetben, mint amilyen a

3Erdemes az angol mode, vagy a német die Mode szavakra gondolni: a ,legdivatosabb” érték.

4Ebbél a kotottségbdl még egy dolog kovetkezik: lesz értelme beszélni arrdl is, hogy mennyi a gyakorisag
egy adott kategéridig. (Nem csak adott kategéridban.) Ez nyilvdn értelmetlen fogalom mindaddig, amig
a kategérisk kozott nem értelmeztiink sorrendet. Eppen ezért ekkor bevezethets a kumulalt gyakorisig
fogalma (jele f’), mely adott kategéridra nem mds, mint a gyakorisdgok 6sszege az adott a kategéridig. (A
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mostani példank is volt, érdektelen, hogy milyen sorrendben adjuk meg a kategoéridkat, tetszo-
legesen felcserélhettiik volna a sorokat anélkiil, hogy az valtozast okozott volna).

Ami a mutatdészamokat illeti, ordinalis esetben elvileg méar definidlhaté lenne a median fogalma
is, de mivel hasznélata itt nem tipikus, a bevezetését meghagyjuk késébbre.

2.3.2. Grafikus eszkozok

A minGségi valtozok grafikus elemzése lényegében a gyakorisagi sor vizualizalasat jelenti. En-
nek két, gyakorlatban legtipikusabb eszkoze az oszlopdiagram és a kordiagram. Az el6bbi
oszlopok magassagaval, az utobbi korcikkek teriiletével szemlélteti a gyakorisagokat. (Bér ez
utobbi, jellegébol adbéddan, igazabdl csak relativ gyakorisdgokat tud szemléltetni. Oszlopdiag-
rammal gyakorisag és relativ gyakorisag is szemléltethetd; sot, a ketto lényegében ekvivalens,
csak a fiiggbleges tengely skéldzdsa lesz mas.)

Oszlopdiagramot hasznaltunk a 2.1. dbran.

barplot(table(birthwt$race), xlab = "Rassz",
ylab = "Gyakorisag [£f8]")

szokésos definici6 szerint: azt is beleértve.) Tehdt formélisan: f; = Zg_ ¢ <o, f;- Hasonloképp beszélhetiink
C;=C;

kumuldlt relativ gyakorisdgrol (jele g’), mint a relativ gyakorisdgok 6sszege adott kategéridig (azt is beleértve),
tehdt formélisan g = ijcjgci g;- Nyilvan fr’naxj c, =n és g;naxj c, = 1
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Gyakorisag [fo]
0 20 40 60 80

Kaukazusi Afroamerikai Egyéb

Rassz

2.1. dbra. Példa egy mindségi valtozo abrazolasara oszlopdiagrammal.

Az oszlop- és kordiagramok hasznalata kapcsan fontos, hogy tudoményos munkakban alta-
ldban az oszlopdiagram a preferalt, pszicholégiai vizsgalatok szerint ugyanis az emberi szem
jobban tud linearis mértékeket kezelni és értelmezni, mint teriiletet. Az egyetlen megfontolas,
ami mégis az oszlopdiagram ellen szolhat néha, hogy az oszlopok kirajzolasi sorrendje mar
implikal egyfajta sorrendezést (a természetes balrél-jobbra olvasds miatt), ami adott esetben
nem kovetkezik az valtozé tartalmabol.

Az ordinalitds e téren nem sok valtozast okoz: az oszlopok sorrendje kotott lesz, illetve abra-
zolhatova valik a kumulalt gyakorisig is (természetesen csak oszlopdiagrammal).

2.4. Mennyiségi valtoz6 egyvaltozds elemzése

Mennyiségi valtozora j6 példa adatbézisunk sziiletési tomeg (bwt) valtozdja, mely az alany
sziiletési tomegét adja meg (és mint ilyen, ardnyskaldn mért). Els6ként az ilyen valtozok
analitikus (2.4.1. pont), majd pedig grafikus (2.4.2. pont) vizsgédlati eszkozeivel ismerkediink
meg.
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2.4.1. Analitikus eszkozok

Az analitikus eszkozok koziil elészor az osztalykozos gyakorisagi sort (2.4.1.1. pont), majd a
kiilonb6z6 mutatészamokat (2.4.1.2. pont) targyaljuk meg.

2.4.1.1. Osztalykozos gyakorisagi sor

Gyakorisagi sor mennyiségi valtozéra is készithetd, de csak médositdsokkal. Annak ugyanis,
hogy megszdmoljuk, hogy az egyes el6fordulé kimenetekbdl mennyi van, nincs sok értelme (az
itt tipikus folytonos valtozoknal konnyen lehet, hogy minden egyes eléfordulé kimenetbdél csak
egyetlen egy lesz). A problémét a folytonossag jelenti, ami ellen tgy védekezhetiink, hogy
nem adott értéket felvevé megfigyelési egységek szamat adjuk meg, hanem adott intervallumba
esdek szaméat. Igy kapjuk az osztalykozos gyakorisagi sort. (Az elnevezés arra utal, hogy
osztélykozoket hozunk létre — igy fogjuk hivni az elébb emlitett intervallumokat.) A gyakorisag,
relativ gyakorisdg, kumulalt gyakorisdg és kumulalt relativ gyakorisag® értelmezése valtozatlan.
A sziiletési tomeg valtozo osztalykozos gyakorisdgi sora (precizebben szélva: egy lehetséges
osztalykozos gyakorisdgi sora; hiszen ez mar fiiggeni fog az osztalykozok megvalasztésatol is),
a kovetkezd:

tab <- table(cut(birthwt$bwt, seq(500, 5000, 500)))
cbind(Ci0 = seq(500, 4500, 500), Cil = seq(1000, 5000, 500),
fi = tab, gi = prop.table(tab))

Ci0 Ci1 fi gi
(500, 1e+03] 500 1000 1 0.005291005
(1e+03,1.5e+03] 1000 1500 4 0.021164021
(1.5e+03,2e+03] 1500 2000 14 0.074074074
(2e+03,2.5e+03] 2000 2500 40 0.211640212
(2.5e+03,3e+03] 2500 3000 38 0.201058201
(3e+03,3.5e+03] 3000 3500 45 0.238095238
(3.5e+03,4e+03] 3500 4000 38 0.201058201
(4e+03,4.5e+03] 4000 4500 7 0.037037037
(4.5e+03,5e+03] 4500 5000 2 0.010582011

Itt C;, és C;; az i-edik osztalykoz alsé és felsé hatarat jeloli, rendre. (Az megéllapodas kérdése,
hogy a hataron 1évé megfigyelési egységeket, példaul egy pont 2000 grammos Gjsziiléttet hova
sorolunk, ennek természetesen csak a kerekitésbdl addédd diszkrétség miatt van egyaltalan
jelentdsége.)

5Emlékezziink vissza, hogy a magasabb mérési skala minden alacsonyabb tulajdonsigéval bir, igy természetesen
az Osszes, alacsonyabb mérési skalan értelmezett modszer a magasabb mérési skalak esetében is alkalmazhaté.
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Vegyiik észre, hogy ez a megoldas 1ényegében azt jelenti, hogy a mennyiségi valtozonkat elso
lépéshben ,lefokozzuk” mindségi valtozdva, és utana alkalmazzuk — mint teljesen kozonséges
mindségi valtozora — a kordbban megismert mdodszert!

Eloljaroban jegyezziik meg, hogy itt mar a gyakorisagi sor — szemben a mindségi esettel — igenis
informécidvesztéssel jar: lehet 14 jsziilott 1501 grammos, és lehet mind a 14 1999 grammos,
mindkét esetben ugyanigy a fenti osztalykozos gyakorisagi sort kapjuk. Az informéciévesztés
mértékét az osztalykozok hossza (a felosztas ,finomsaga”) fogja meghatérozni.

A felosztas finomsagara vonatkozé megjegyzés mar utal arra, hogy mi az osztalykézos gyakori-
sagi sorok hasznalatdnak legnagyobb kihivdsa: az osztalykozok helyes megvalasztdasa. A dolog
azért nem konnyl — s6t, bizonyos szempontbdl lehetetlen — mert két, és egymasnak ellentmon-
d6 szempontnak kell megfelelni: van ok, ami miatt a minél szlikebb osztalykozok a jok, és
van, ami miatt a minél szélesebbek. E kérdéseket a 2.4.2.1. pontban fogjuk részletesebben
megtargyalni. Minden amit ott elmondok az osztalykozok megvalasztasardl, vonatkozik az
osztalykozos gyakorisigi sorra is.

2.4.1.2. Mutatdészamok

A mutatészamok a megfigyelések valamilyen jellemz6jét prébaljak meg egy-egy szdmba tomo-
ritve megragadni. A kovetkez6kben aszerint csoportositva mutatom be &ket, hogy mi ez a
megragadott jellemzd.

2.4.1.2.1. Kozépértékek (centralis tendencia)

A kozépértékek® egy nagyon érdekes allatfajt jelentenek: egyik oldalrdl ezek a leghétkozna-
pibb mutatdészamok, de valéjdban mégsincs igazan preciz definiciéja annak, hogy mit értiink
altaldban alattuk. Legtobbszor még a statisztika konyvek is inkabb valamiféle verbalis koriil-
irassal probalkoznak, ,mi koriil csoportosulnak az értékek”, mi a ,tipikus”, vagy ,,jellemz6”,
vagy ,kozepes” érték, de ez eléggé fabdl vaskarika, hiszen mégis mi a definicidja annak, hogy
»jellemz6” egy érték..?7 Raadasul, mint az hamar ki fog deriilni, ezek egy része még csak nem
is igaz (pl. a megfigyeléseink fele 0, a mésik fele 1000, akkor az 500-as atlag nemhogy nem
tipikus vagy jellemz6, de még csak el6 sem fordul, s6t, még a kérnyékén sincs megfigyelés). Az
természetesen nagyon jo, ha az embernek van egy intuitiv képe, amit a ,kézepes” magyar szd
tényleg elég jol leir, de ezen tul nem hinném, hogy sokkal jobbat lehetne mondani, mint hogy
a kozépérték az, amit a kozépérték-mutatok mérnek. Es ezt egyaltaldn nem vicebdl mondom,
ennek a megfogalmazdsnak fontos mondanivaldja van: legyen az embernek intuitiv képe, de
ezen tul egész egyszeriien tudni kell, hogy pontosan mi a definiciéja az adott mutatdk, és az
lesz a perdontd.

Amikor azt mondtam, hogy leghétkéznapibb, akkor nem csak azt értettem alatta, hogy kozis-
mert, hanem azt is, hogy bizonyos értelemben ez a legfontosabb mutatészam, jelesiil, ha csak

6Néha centralis tendencidrdl szoktak beszélni, erés anglicizmussal.
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egyetlen szamba kell stiriteniink az egész eloszlast, akkor az tipikusan egy kozépérték. Ha tobb
mutatét is kozliink egy eloszlasrol, jellemzben akkor is a k6zép az, amit elsOként megadunk.

A legismertebb kozépérték a (szadmtani) atlag, jele T. Definicidszeriien nem mads, mint az
a szam, amivel helyettesitve minden megfigyelési egység értékét, az Un. értékosszeg, tehat
a valtozo megfigyeléseinek Osszege valtozatlan maradna, vagyis, amire igaz, hogy Z?Zlf =
n-T= 2?21 x;. Ebbél mér adddik, hogy az atlag:

Z?:l Z;

n

xr =

Ugy is mondhatnank: ha egyenletesen szétosztandnk az értékosszeget minden megfigyelés ko-
z0tt, akkor ennyi jutna mindenkire.

Azonnal lathato, hogy ennek akkor van értelme, ha a kiillonb6z6 megfigyelések szamtani Ossze-
ge valamilyen értelmes tartalommal bir. Ez kézenfekvéen megvalésul akkor, ha olyanokrél
beszéliink, mint példaul egy cég dolgozdinak atlagfizetése, vagy egy orszag banyidinak atlagos
széntermelése: az Osszeg itt az, hogy mennyi bért fizet ki a cég, vagy mennyi szenet ter-
mel az orszag, ezek mind teljesen értelmes, targyteriileti tartalommal, jelentéssel bird szamok.
Erdekesebb a kérdés akkor, ha mondjuk egy osztily atlagos testtomegérdl beszéliink, de kis
réolvaséassal ez is megindokolhaté (az Osszeg az, hogy mennyit mutatna a mérleg, ha egyiitt
allna ra mindenki).

Amikor viszont biztosan nem alkalmas mutaté az atlag, az az eset, ha az Osszegnek egyaltalan
nincs értelme. Tipikus példa erre az, ha a valtoz6 valamilyen névekedési iitemet jelent idében:
ha egy alany testtomege egy évben 1,2-szeresére nott, rakovetkez6 évben pedig 1,3-szeresére,
akkor az 6ssznovekedés nyilvdn nem a novekedések osszege (1,2 + 1,2 = 2,4), hanem azok
szorzata (1,2 - 1,2 = 1,44) lesz. Ebben az esetben, tehat, ha nem az 6sszeg, hanem a szorzat
értelmes, a mértani atlag fogalmahoz jutunk el (az a szdm, amivel a megfigyelések szorzata —
nem 0Osszege — ugyanaz maradna).

A sziletési tomegek atlaga 2944.5873016 gramm. Meglehet&sen erdltetett azt mondani (noha
formailag természetesen helyes), hogy ez azt jelenti, hogy az adatbézisban szerepld ujsziilottek
Ossz-testtomege akkor maradna valtozatlan, ha mindegyikiik 2944.5873016 gramm lenne; talan
jobb, ha egyszerlien azt mondjuk, hogy ez egy kozépmutatdja a csecsemoOk sziiletési tomegei
eloszlédsédnak.

Az atlagnak két tovabbi nevezetes tulajdonsaga emlitést érdemel. Az egyik, hogy a megfigye-
lések tole vett eltéréseinek az Gsszege zérus; ez konnyen belathato:

n n

Y (:ci—f):in—Zf:nE—nfzo.
— : :

=1 1=1

(2

23



A maésik fontos tulajdonsiga, hogy az Gsszes szam koziil ez az, amire igaz, hogy a megfigyelé-
sek tole vett eltérésnégyzeteinek az Osszege minimadlis, tehdt a Z?:l (x; — 0)2 kifejezés akkor
minimélis’, ha ¢ = 7. Fontos megjegyezni: a négyzetre emelés eltiinteti az el6jelet, vagyis az
eltérésnégyzet, szemben az el6bbi elbjeles eltéréssel, egyfajta tavolsdg® — ilyen értelemben ez a
megallapitasunk azt mondja, hogy az atlag van a legkozelebb a pontokhoz, ha ugyanannyira
szamit minden ponthoz a kozelség! Ez egyfajta alditdmasztasat adja az atlag kozépérték jelle-
gének. (Az osszefiiggés egyértelmil, ez a minimum-tulajdonsig nem csak igaz az atlagra, de
az atlag az egyetlen szam, amire igaz, tehat elvileg akar igy is bevezethettiik volna az atlagot,
az értékosszeg egyenletes szétosztasa helyett.)

Az atlag elénye, hogy mindenki szamara kozismert, kényelmesen kezelhetd, bevett mutaté.
(Ez olyannyira erds tényez6, hogy nagyon sok orvosi publikicié még akkor is erélteti az atlag
hasznélatét, amikor az — a mindjart részletezend okokbo6l — nem célszerti.)

Az atlag legnagyobb hétranya, hogy nem robusztus. A gyakorlatban ez két médon szokott
megjelenni (matematikailag természetesen ugyanaz van a hatterében, ez ugyanazon jelenség
két megjelenési forméja, csak parktikus szempontokbdl érdemes kiilonvélasztani).

c sz

jelentGsen eltérd értéket vagy értékeket. Ez megint kettéoszlik jellegét tekintve: egyfeldl el6-
fordulhat, hogy az adatokat valamilyen eltér6 mechanizmus generalta (példaul az alapvet&en
egészségesekbdl 4llé6 mintdba bekeriil néhany beteg is, akiknek a vizsgalt laborvaltozdja 1é-
nyegesen magasabb), masfelél idetartoznak az adatbeviteli hibdk is. Akdrmelyikkel is dllunk
szemben, az atlag elvesziti szokasos tartalmat. Vegyiik mondjuk az utébbi példat: van 1000
ujszulottink, és egyetlen egynél — de csak egynél — elrontjuk az adatbevitelt, mondjuk 3 kg
helyett 3 tonnat frunk be a stlyaként. Ekkor (hidba is korrekt az adatok 99,9%-al) az étlag
teljesen értelmetlenné valik: az atlagos sziiletési tomeg 6 kg lesz... (ha egyébként mindenki 3
kg koriili). Ezért nem robusztus az atlag: hidba volt az adatok abszolit tilnyomé tébbsége
korrekt, minddssze egyetlen egy hiba elég volt ahhoz’, hogy az atlag értelmetlenné véljon.

Az outlierek esetén két kérdés meriil fel: a detekcid, tehat annak azonositisa, hogy egy meg-
figyelés outlier (mi ennek a kritériuma?), valamint a kezelés. A fenti adathibds példa azt
sugallja, hogy a ,kezelés” az egyszeriien az ilyen megfigyelések torlése, és ha valéban elirds
van a hatterében, gy, hogy a valédi értéket mar nem tudjuk kideriteni, akkor tényleg nem
tehetiink sokkal jobbat. Ez azonban sziikségessé teszi a megfelelé detekciét, igy annak is lehet
értelme, hogy e helyett inkabb olyan statisztikai mdédszereket hasznaljunk, amelyek robusztu-
sak, azaz nem érzékenyek az outlier-ek jelenlétére (tehat példaul, mint lattuk, nem atlagot...),
hiszen igy nem kell — potencialisan hibaval terhelt médon — azonositanunk, hogy egyaltalan
mi az outlier, megspéroljuk ezt a definicids problémat. Végezetiil annak is lehet értelme, hogy

"A bizonyitashoz derivaljuk a kifejezést c szerint: —2 Z?;l z, + 2nc, ezt tegyilk egyenlévé nullaval és oldjuk
meg c-re: ¢ = % Z:.L:l x,, ami valéban az atlag. A mdsodik derivalt 2n, ami pozitiv, bizonyitvan, hogy ez
valoban széls6értékhely és minimum.

8Ha valaki szeretné: L, tdvolsag.

9Még szebben szélva: ha csak egyetlen egy megfigyelésre is z; — oo, akkor T — oo, fiiggetleniil a megfigyelések
szamatol.
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a fentiekkel szemben ne — valamilyen médon — megszabadulni akarjunk az outlier-ektol, ha-
nem ellenkezéleg, kimondottan megragadjuk ezeket, és egy finomitott statisztikai megkozelités
segitségével explicite modellezziik ket is (példaul az egészséges-beteg laborvaltozds esetben
kiilon eloszlast illessziink az egészségesekre és a betegekre).

A robusztussidg azonban nem csak az outlierek kapcsan érdekes, sét, a gyakorlatban nagyon
fontos tud lenni akkor is, ha egy fia outlier nincs, semmilyen adatbeviteli hiba nem tortént,
semmilyen t6bbitél eltéré csoportosuldsi tendencia nem 1ép fel. Mikor? Az ugynevezett ferde
eloszlasok esetén. A ferdeség azt jelenti, hogy az eloszlds aszimmetrikus: egyik irdnyban
messzebre szérédik, mint a masikban. Erre orvosi példdkat kénnyl mondani, vegyiink egy
olyan laborvaltozot mint a CRP: ez egy gyulladdsmarker, koncentracidja normalisan néhany
mg/dl a vérben, csakhogy — és most jon a lényeg — lefelé nem tud szabadon szérédni, hiszen
valaminek a koncentracidja, igy negativ nem lehet. Felfelé azonban tud, hiszen ilyen fels6
korlat nincs, nyugodtan lehet 10, 50, 100, vagy akar annél is tébb az értéke. Lényegében arrél
van sz0, hogy 0-nél egy ,fal” van, ami megakadélyozza a szorédast, de a kulcs, hogy ez csak
egy egyik irdnyban torténik meg — ez hozza létre a ferdeséget. Illusztrativ példat mutat ilyen
eloszlasra a 2.2. abra.

0.6 -

0.4 -

0.2+

0.0

2.2. dbra. Példa ferde eloszlasra

Mi fog torténni, ha ilyen valtozénak szamitjuk az dtlagat? Az abran szerepld példaban ez 1,6
koril lesz, ami csak azért ,furcsa”, mert els6 ranézésre meglepben magas: gy érzi az ember,
hogy valamiért egészen az eloszlas jobb széle felé van, egyaltalan nem a kozepénél (ahol lennie
skellene”, ha mar egyszer kozépmutatd). Ez bizonyos értelemben jogos, hogy szamszertisitsiik
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a dolog: a megfigyelések nagyjabdl 69%-a lesz kisebb az 1,6-nél! Na de hogy lehet 1,6 az atlag,
ha egyszer a megfigyelések tébb mint kétharmada kisebb nala?! — kérdezhetné valaki. A valasz
az, hogy nagyon kénnyen: az eloszlas jobb szélén ugyan ritkdn vannak megfigyelések, de azok
értéke lényegesen nagyobb, mint a tobbi, ami fel fogja hizni az atlagot ugyanis — és most jon
a lényeg! — a maésik oldalrél nem lesz, még kis szimban sem, olyan érték, ami a til oldalra
kilégva tudné ezt ellensilyozni! Ez egyaltaldn nem outlier-probléma a fenti értelemben, mégis,
az atlag haszndlata megkérddjelez6dik'C.

Nagyon fontos hangsilyozni, hogy ez a jelenség nem azt jelenti, hogy az atlag ,elromlott”
ezekben az esetekben. Az dtlag tényleg annyi (ezen beliil is kiilénosen: tényleg 6 kg kell legyen
mindenki sziiletési tomege, hogy kiadja az Osszeget, amiben 3 tonna is van, tényleg 1,6 kell
legyen mindenki CRP-je, hogy kiadja az sszeget, amiben a kis szamu nagy érték is benne van).
Az atlag nem ,rossz” ilyenkor, maximum nem felel meg annak, hogy mi a szubjektiv képiink
arrol, hogy ,kozép”! De ez nem az atlag hibaja; legfeljebb mas mutatéra van sziikségiink, ami
jobban egybevig a szubjektiv képiinkkel'!. (Itt is el6jon, amit a felvezet6ben mondtam: lehet
verbdlis koriilirdsokkal élni, de egy ponton til csak az lesz a perdéntd, hogy mi a definicié.)

Vannak bizonyos ad hoc javitasok erre a robusztussigi problémara, taldn egyet érdemes itt
megemliteni, a trimmelt (vagy nyesett) atlagot: ezt ugy kapjuk, hogy elhagyjuk a leg-
kisebb és legnagyobb adott szamu elemet, és csak a maradékot atlagoljuk ki. Tipikusan az
elhagyott megfigyelések szdma alul és feliil is a mintanagysag 2,5%-a; ebben az esetben 5%-o0s
trimmelt atlagrol beszéliink. (Bér elsére ez szokatlan mutaténak tiinhet, és a tudomanyos
irodalomban tényleg ritkdbban is hasznaljak, de szdmos pontozasos sportagban épp ilyen el-
ven alakitjdk ki a zsiiri ,atlagos” pontszamat.) A sziiletési tomegek 5%-os trimmelt atlaga
2957.4152047 gramm, ami egyuttal azt is mutatja, 1évén, hogy kozel van a szokésos atlaghoz,
hogy a sziiletési tomegek aranylag szimmetrikus eloszldsiak, vélhetéen komoly outlier nélkiil.

Alapvetoen mas megkozelitését jelenti a centralis tendencia megragadasanak a median hasz-
nalata, melynek jele Me,. A median nem mas, mint a nagysag szerint sorbarendezett megfi-
gyelések koziil a kozépss. (Amennyiben a mintanagysig paros, gy nyilvan két | kozépsd” is
van, ez esetben megallapodés kérdése, hogy mit neveziink mediannak; vehetjiik példaul a ketto
atlagét.) Ugy is mondhatjuk, hogy a medidn a felez8pont, az az érték, amir6l elmondhaté,
hogy alatta és felette is a mintaelemek fele talalhato.

A median szintén a centralis tendenciat jellemzi, csak épp kevésbé megszokott médon, mint
az atlag — ez egyuttal hasznédlatanak egyik f6 gatja is: sok ember szamara a median tartalma
(és egyaltalan, értelme) kevésbé ismert, igy e mutaté nem annyira jol kezelhet6!?. Elénye
viszont a robusztussig, ilyen szempontbdl az atlaggal szemben a masik végpontot képviseli:

10B4rmely més ferde eloszldsnal ugyanaz a helyzet; a kérdés gyakran el6jon példiul a keresetek kapcsan.

Vegyiik észre, hogy ha viszont attériink ilyenre, azzal az atlaghoz kapcsolédé értelmezést rontjuk el. Példaul
az atlagos kereset Ugy érezziik, hogy nem j6, mert tdl nagy érték, ez esetben, ha valamilyen kisebbet mutaté
mérészamot valasztunk, akkor elveszitjiik az értékosszeg tartdst: megvaltozna a cég altal kifizetett bértomeg,
ha mindenki annyit keresne mint ez a kisebb kozépérték.

12Ami egyébként elég érdekes, mar gy értem, pusztédn pszicholégiailag is, hiszen valéjidban a medidn még
egyszerlibb is, mint az atlag: csak sorba kell rendezni hozza, még csak 6sszeadni és osztani sem kell.
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mig az atlag extrém érzékeny volt, addig a medidn extrém robusztus. Ez mind az outlier-es
esetekben, mind a ferde eloszlasoknél érvényesiil. A minta minden medidn feletti értéke (az
egyszeriiség kedvéért most gondoljunk péaratlan mintanagysiagra) tetsz6legesen megnovelhetd
(akar az Osszes egyszerre is), vagy a median alatti értékek tetszélegesen lecsokkenthetdek (akar
az Osszes egyszerre is), vagy akar a kettd egytitt is, a median értéke nem vdltozik! Az el6z6
példankban: hidba a 3 tonnas csecsemo, a medidan marad értelmes, 3 kg koriili, a CRP esetében
pedig 1 lesz a medidn — nézziink vissza az abrara (2.2. dbra) ez valéban sokak érzete szerint
kozelebb van a ,koézéphez”, mint az 1,6-os atlag.

A medidn hatrdnya (azon tul, hogy mas az értelmezése, tartalma, de ez nem hatrany, csak egy
jellemzd), hogy a jo robusztussagért cserében kevesebb informaciét hasznél fel a mintabol'?;
ezt épp a mintaértékek meglehetésen szabad ,allitgathatésdga” mutatja. Hogy ez miért baj,
az precizen csak induktiv statisztikai keretben lehet megérteni, az ottani targyalas utan mar
értheto lesz, hogy mit jelent az, hogy a medidn kevésbé hatésos becslé mint az atlag.

A tanulsidg Gsszességében az, hogy ha elore tudhatd, hogy a hattéreloszlas szimmetrikus-kozeli,
akkor érdemes atlagot hasznalni, ha nem, vagy outlier-ek jelenlétére is fel kell késziilni, akkor
jobb a medidn ilyen szempontbdl. Az is gyakori megoldds — és ugyan az attekinthetdségbol
feldldoz valamennyit, de cserében bombabiztos — ha egész egyszeriien kozoljiik mindkettét.

Erdemes roviden megemliteni, hogy a medidnnak is van tévolsdg-optimum jellegfi tulajdonsiga,
rdadasul egészen hasonld az atlagéhoz. Emlékeztetoiil: az atlag az a szdm, amire igaz, hogy
a megfigyelések tole vett tavolsagainak az Osszege minimalis, ha a tavolsag alatt a kiilonbség
négyzetét értjiik. Nos, a medidnra bet{i szerint ugyanez igaz, csak tavolsag alatt nem az eltérés
négyzetét, hanem abszolutértékét'* kell érteni! A Z?Zl |x; — c| akkor minim4lis (és csak akkor),
ha a ¢ a medidn'®. Itt is elmondhaté ebbdl fakaddan, hogy ez tjabb aldtdmasztdsit adja a
median kozépérték jellegének.

A sziiletési tomegek medidnja 2977 gramm, azaz a 2977 gramm az a testtomeg, amir6l elmond-
haté, hogy az ujsziilottek fele kisebb ennél, fele nagyobb. (Lathatéan kozel van az atlaghoz,
1jbdl megerdsitve, hogy ez valdszintileg egy szimmetrikus eloszlas, nagy outlier-ek nélkiil.)

13fgy mar az is érthetd, hogy a trimmelt atlag egyfajta kompromisszumnak tekinthet6 a ketté kozott, ti.
a robusztussig és a mintaértékek mind teljesebb kihasznéldsa kozott. Az is észrevehetd, hogy bizonyos
értelemben ez rdaddsul 4ltaldnositja is a két mutatdt: a 0%-os trimmelt atlag épp a ,hagyoményos” 4tlag,
a 100%-os trimmelt 4tlag pedig épp a medidn.

14Tehat ez az L, tavolsdgmetrikat haszndlja.

15 A bizonyités azért ziirésebb, mert az abszolutérték-fiiggvényt nem olyan egyszerti derivilni, mint a négyzetet.
Pontosabban szélva a derivalt negativ szdmokra —1, pozitiv szdmokra +1, 0-ban pedig nem értelmezett. A
belsé fliggvény derivaltja egy —1-es szorzét ad, tehat megforditja az elébbit: negativ szdmokra +1, pozitiv
szamokra —1; és ez van Osszeadva mindegyik mintaelemre. Mivel a negativ szam azt jelenti, hogy az
adott mintaelem alatt vagyunk (a pozitiv pedig azt, hogy felette), igy az Osszeg egy adott ponton az lesz,
hogy hannyal t6bb mintaelem van felettiink mint alattunk a kérdéses pontban, hiszen minden mintaelem,
ami felettiink van — azaz amihez képest mi alatta vagyunk — +1-et ad az Gsszeg és minden mintaelem,
ami alattunk van — teh4t ami felett vagyunk — pedig —1-et. Igy rogton lathats, hogy a derivalt ott lesz
nulla, ahol pont ugyanannyi mintaelem van felettiink, mint alattunk! A teljesen preciz optimalizilashoz
még a mintaelemek pontjait meg kell nézni, hiszen ott a derivdlt nem volt értelmezett (ennek paratlan
mintanagysdgnél lesz jelent&sége).
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Ahogy a medidn a minta ,felezOpontja”, ugyanigy definidlhaték altalanos osztépontok; ezeket
kvantiliseknek nevezziik. A p-kvantilis (0 < p < 1) az az érték, amirsl elmondhaté, hogy
a megfigyelések p-ed része kisebb néla, (1 — p)-ed része nagyobb nala. (Tehat a medidn az
1/2-kvantilis.) Gyakorlati szempontb6l nagyobb jelentésége van még a negyedel6pontoknak,
melyek neve kvartilis. Ilyenbél tehdt harom van: a p = 1/4,2/4 = 1/2,3/4-kvantilis, ezek
koziil a kozépsé persze ugyanaz mint a medidn. A mésik kettot alsé és felsé kvartilisnek szok-
tak nevezni, és Q,-gyel, illetve (Q5-mal jelolik. Tehat példaul @), az a szam, amire igaz, hogy a
minta egynegyede nala kisebb értékii, haromnegyede néla nagyobb. Ezek valdéjaban méar nem
is a centralis tendencidt, hanem &ltaldban az eloszlas alakjat mutatjik, mégpedig robusztus
moédon (ugyanazon okbdl, mint amiért a median is robusztus). Ritkabban, de szoktédk haszndl-
ni ugyanerre a célra a tizedel6pontokat, neviik decilis (Dy, D,, ..., Dg) és a szazadolépontokat,
neviik percentilis'® (P, P,, ..., Pyg). A 90. percentilist példaul gyakran hasznéljik olyankor,
ha az eloszlas széli viselkedésének jellemzésére van sziikség — mi a legrosszabb eshet6ség? — amit
els6 ranézésre a maximum mutatna, csak a 90. percentilis sokkal robusztusabb: a maximum
nagyon ingadozod, olyan értelemben, hogy egyetlen érték is odébbhizza (az nagyon esetleges
lehet, hogy pont a legnagyobb mennyi); a 90. percentilis viszont tovdbbra is az eloszlas szélét
méri, de kevéssé ingadozé, sokkal robusztusabb médon!”.

A korédbbi értelemben vett médusz hasznalatanak a folytonossag miatt altalaban nincs értelme
mennyiségi valtozé esetén, hiszen még az is lehet, hogy minden konkrét értékbdl csak egyetlen
egy fordul el6, ahogy arrdl mar volt is sz6. Folytonos valtozd esetén emiatt a médusz tobbé
nem a leggyakoribb kimenet, hanem a stirtiségfiiggvény maximumbhelye'® — csakhogy stirtiség-
fliggvényiink nincsen, azt legfeljebb kézeliteni tudjuk a mintabdl, valamilyen simitéeljardssal
(részletesebb lasd a grafikus modszerek kozott, a 2.4.2. pontban). Ez lehet egy sima osztély-
kozos gyakorisdgi sor / hisztogram (az is egyfajta simitas!), ez esetben modalis osztélykozrol
szokas beszélni, mint a legnagyobb gyakorisagu osztalykoz / a hisztogram legmagasabb oszlo-
pa, de haszndlhatunk simitasra magfiiggvényes stirliségbecslét is (2.4.2.2. pont), ez esetben a
maximum egyetlen pont lesz. Ez azonban még deskriptiv statisztikai értelemben is csak egy
kozelités. Az ilyen moédon vett modusz hasznalata ritka a mindennapi biostatisztikai gyakor-
latban.

Ennek kapcsin még annyit megjegyzek, hogy éatlagot, mediant (és altaldban minden egyéb

16Kiiléndésen az angol irodalomban a percentilist nagyon gyakran szinte a kvantilis szinonimajaként hasznaljak.
Ez csak széhasznélati kdnnyebbség, amennyiben ahelyett, hogy 0,123-kvantilis jobban hangzik azt mondani,
hogy 12,3 percentilis.

17 Azért vegyiik észre, hogy igazabdl ez is egy kompromisszum: elvileg még jobb lenne a 99., a 99,9., a 99,99.
stb. percentilis, csak ezeknél megint vissza fog jonni az a probléma, hogy csak nagy ingadozassal lesznek
meghatarozhatdak, hacsak nincs hatalmas mintank.

18Az érdekesség kedvéért megjegyzem, hogy valdjdban még a médusz is beleszuszakolhaté a ,tévolsag-
minimalizal4si” keretbe: az atlagot akkor kaptuk, ha az L, tavolsadgok Osszegét minimalizdltuk, a mediant
akkor, ha az L, tavolsagokét — nos, a moduszt akkor kapjuk, ha az L, tdvolsagokét! Ez kicsit mér fesze-
geti a szokésos kereteket, azt értjiik alatta, hogy az L, tévolsdg akkor, ha p — 0; beldthat6, hogy ez 1
értékli akkor, ha a két pont, aminek a tévolsdgat nézziik, egybeesik, 0 kiilonben. Az Gsszeg tehat azt fogja
jelenteni adott pontra, hogy hdny megfigyelés van, ami nem az adott pontban taldlhaté (fliggetleniil attdl,
hogy mennyire tévol vagy kozel), innen mar nyilvanvald, hogy ezt valéban az minimalizdlja, ha a pontot oda
tessziik, ahol a legtobb megfigyelés van.
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mutatészamot is) lehetséges osztalykozos gyakorisagi sorbdl, a nyers mintaelemek ismerete
nélkiil is szamolni, persze ekkor mar csak kozelito jelleggel.

2.4.1.2.2. Szé6rodas

Szdrdédasnak nevezziik azt, hogy a megfigyelések milyen szorosan csoportosulnak azon érték
koriil, ami koriil csoportosulnak (14sd a centralis tendenciat!), més széval mennyire ingadoznak
a megfigyelések, mekkora valtozékonysig van benniik. A gyakorlatban ez a masodik legfonto-
sabb kérdés: ha csak egy jellemz6t adhatunk meg, akkor az a centralis tendencia lesz, de ha
kettot, akkor megadjuk azt is, hogy mekkora a szérodas.

A minta szérédasianak legegyszeriibb mérdszama a legkisebb (Min) és a legnagyobb (Max)
mintaelem értéke, a mintaminimum és mintamaximum, illetve kettejiik kiilonbsége, me-
lyet terjedelemnek neveziink és gyakran R-rel jeloliink: R = Max — Min. Ezek el6énye, hogy
teljesen egyértelml a tartalmuk, hatranyuk, hogy rendkiviil érzékenyek arra, hogy konkré-
tan milyen mintat vettiink a sokasagbdl, ezért, bar gyakran megadjak informécié gyanant, a
szorodas szamszeru jellemzésére ritkan hasznaljak.

A sziiletési tomegek mintaminimuma 709 gramm, mintamaximuma 4990 gramm, igy e valtozd
terjedelme 4281gramm.

Az egyik alapveté mutatdja a szérédasnak a széranégyzet (vagy variancia), jele dltaldban
s2. A szérdsnégyzet tulajdonképpen a legkézenfekvébb jellemzdje a széréddsnak, hiszen nem
més, mint a atlagtél vett atlagos eltérés. Az egyetlen amire vigyazni kell, hogy az eltérés
alatt mit értiink: ha egyszertien a megfigyelés és az atlag kiillonbségét vennénk, az nem lenne
j6, mert a pozitiv és a negativ eltérések csokkentenék (sét, belathatd, hogy kioltandk) egymaés
hatasat. Ezért inkabb négyzetre emeljiik ezt a kiilonbséget, hogy megszabaduljunk az eléjeltol,
hogy a +1 és a —1 eltérés hatdsa ugyanolyan legyen, és ezzel mér jok vagyunk:

A szérésnégyzet probléméja, hogy a mértékegysége nem ugyanaz, mint az eredeti valtoz6é (a
négyzetremelés miatt). Ha szeretnénk a szérddast ugyanazon a skéldn jellemezni, akkor egy
gyOkvonassal visszatérhetiink; ezt a mutatét hivjuk szérasnak, jele s, :

Sx:\/%:\/zzgl(xi_x) )

n

(A ketté neve nem keverendé: a ,sz6rédas” a jellemzé, a ,,sz6ras” egy lehetséges mutatdszama
ennek a jellemzének.)
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Deskriptiv esetben néha inkdbb mintavariancit, illetve mintaszérast mondanak (hogy a meg-
felel6 sokasagi jellemz6tol megkiilonboztessék — sajnos nincs akkora szerencsénk, mint az atlag-
nal, ahol az ,atlag” és a ,varhato érték” révén két teljesen kiilonbo6z6 szavunk van a mintabeli,
tehét statisztikai és a sokasagi, tehdt valdszinliségszamitasos fogalomra).

A fent definidlt mutatét szokas precizen korrigdlatlan mintavariancidnak, illetve mintaszoras-
nak nevezni, ezzel szemben a korrigdalt mutatéban nem n-nel, hanem n — 1-gyel osztunk le.
Példaul a korrigdlt mintaszoras, jele si:

. \/ S =)

n—1

A kiilénbségiik oka csak a kovetkeztetd statisztikdban valik vilagossa'®.

A sziiletési tomegek korrigalt mintaszorasa 729.2142952 gramm, tehat az Gjsziilottek testtome-
geinek atlaguk koriil vett ingadozasdnak atlaga 729.2142952 gramm.

A sz6ras hatrdnya, hogy — az dtlaghoz hasonléan — nem robusztus®® mutatd. (Egyrészt azért
nem, mert az atlagtél vett eltérések nézi, ami eleve nem robusztus kozépmutatd, masrészt
ezeket 4tlagolja, ami ugyebar nem robusztus, rdadasul a négyzetreemelés még ki is emeli a kii-
16nbségeket.) Egyik gyakran alkalmazott robusztus alternativa az interkvartilis terjedelem
(jele IQR), ami a fels és az alsé kvartilis kiilonbsége:

IQR=Qy — Q.

Mondhatjuk azt is, hogy az IQR az adatok kozéps6é 50%-anak szélessége.

Az interkvartilis terjedelem a robusztus kvartiliseken alapul, {gy robusztus mutatd, és konnyen
lathaté, hogy tartalmilag a szérédast jellemzi, hiszen minél jobban szérédott az eloszlas, annal
tavolabb lesz az alsé és a fels6 negyedelépontja.

A gziiletési tomegek interkvartilis terjedelme 1073 gramm, tehat az a tomeg, ami folott az
ujsziilottek egynegyede (és alatta haromnegyede) van, 1073 grammal nagyobb anndl a tomeg-
nél, ami folott az Gjsziulottek haromnegyede (és alatta egynegyede) van, tehdt 1073 gramm
szélességben szérddik a sziletési tomegek kozépsd 50%-a.

Egy maésik lehetéség a szérds ,megjavitasa”, olyan moédon, hogy kikiiszobdljik a nem-
robusztussag fent emlitett forrasait: az eltéréseknek nem a négyzetét, hanem az abszolit
értékét vessziik, az eltéréseket nem az atlagtél hanem a mediantél vessziik, végiil pedig nem

9A korrigdlatlan mintavariancia, elsé rénézésre talan meglepé médon, nem torzitatlan becsléje a sokasigi
variancidnak, ezzel szemben a korrigalt igen. A mintaszorasnal sajnos nem ilyen egyszerii a helyzet, ott a
korrigdlt mutaté is torzitott (igaz, arra nem is létezik becsld, ami dltaldban torzitatlan lenne). E kérdésekkel
a kovetkeztetd statisztikdnal fogunk foglalkozni részletesen.

29Konkrétabban beszélve, példaul erre is igaz, hogy ha csak egyetlen egy megfigyelésre is x; — oo, akkor
s, — 00, flggetlenil a mintanagysagtol.
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is atlagoljuk &ket, hanem a medidnjukat képezzik. Az igy kapott mutaté neve median
abszolut eltérés, jele M AD, tehat

MAD = Me (|x; — Me (z)]) .

(A szakirodalom itt nem teljesen egyértelmii: néha M AD-nak nevezik azt a mutatét is, ahol
csak az els6 javitast csindljdk meg, tehat abszolutértéket vesznek, de azokat tovabbra is csak
atlagoljék, és az eltéréseket is az dtlagtél veszik.)

A sziiletési tomegek medidan abszolut eltérése 563 gramm, tehat az Gjsziiléttek testtomegeinek
medidanjuk kortl vett (abszolit) ingadozasanak medidnja 563 gramm.

2.4.1.2.3. Alakmutaték

A fenti két jellemzon tilmenden néha egyéb, még inkabb részletekbe mend jellemz6it is hasznal-
jak egy véltozé leirasdnak. Egy példat tulajdonképpen mar lattunk is, a ferdeséget (szimmet-
ridt), amire léteznek numerikus mutaték, melyek jellemzik az irdnyéat és a mértékét. Vannak
tovabbi mutatok, tovabbi statisztikai jellemzék (példaul csiicsossig) numerikus leirdsara, de
ezeket, bar statisztika tankonyvek néha tartalmazzak, a mindennapi biostatisztikai gyakorlat-
ban ritkan alkalmazzak, igy most nem is részletezem bévebben.

2.4.2. Grafikus eszkozok

A grafikus eszkozok koziil el6szor a hisztogramot (2.4.2.1. pont), utdna a magfiiggvényes
stiriségbecslot (2.4.2.2. pont), majd végiil a boxplotot (2.4.2.3. pont) targyaljuk meg.

2.4.2.1. Hisztogram
A hisztogram lényegében nem maés, mint az osztalykozos gyakorisagi sor abrazolasa oszlop-
diagramon, annyi specialitassal, hogy az oszlopokat kozvetleniil egymas mellé rajzoljuk, hely

kihagydsa nélkiil (2.3. dbra).

hist (birthwt$bwt, xlab = "Sziiletési tomeg [g]",
ylab = "Gyakorisag [f&]", main = "")
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2.3. dbra. Példa egy mennyiségi valtoz6 abrazolasara hisztogrammal.

A hisztogram a hattérben 1év6 valtozé eloszldsat (stirtiségfiiggvényét) igyekszik kozeliteni®!.
Ez azt is jelenti, hogy a fenti abran 1évé fligglleges vonalak igazabdl csak grafikai elemek, a
hisztogram altal reprezentalt fliggvényben természetesen nem szamitanak, az gy néz ki, ahogy
a 2.4. abra mutatja.

A hisztogram tehat egy szakaszonként konstans, 1épcsds figgvényt ad — igy irja le az eloszlast
(ezzel igyekszik kozeliteni a valodi siiriiségfiiggvényt). A probléma csak az, hogy a valodi
eloszlas szinte minden realisztikus esetben szép folytonos, siman valtozo, szakadasok nélkiili
fliggvény — valahogy tigy, ahogy a 2.5. d4bra mutatja.

Nagyon fontos hangsilyozni, hogy ez csak egy illusztrdcio: a valésdgban mi magunk sem tud-
hatjuk, hogy mi az eloszlds a hattérben! Pont ez a lényeg, ami miatt szlikség van egydltalan
a hisztogramra. Az dbra tehat pusztan szemléltetni kivanja, ahogy a hisztogram egy 1épcsis
figgvénnyel igyekszik leirni egy — altalunk sem ismert, de mindenesetre nem lépcsos — fiigg-
vényt.

Mi kovetkezik mindebbol? ElGszor is az, hogy ez a leirds anndl pontosabb tud lenni, minél
sziikebbek az osztalykoézok — anndl finomabb a 1épcsés fliggvény, annal jobban tud kovetni
egy (barmilyen alaki) valédi fiiggvényt! Ez tehdt a szlik osztdlykozok mellett szél, avagy,
forditva megfogalmazva, a nagyon széles osztdlykozok azért lesznek rosszak, mert lehetetlen
lesz vele kévetni a valddi fiiggvényt, mert 6ssze fog mosni kilonbozé dolgokat. (Késébb ugy

21A | kozeliteni” természetesen azt jelenti, hogy ,becsiilni”, de az mar egy induktiv statisztikai fogalom.
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2.4. abra. A hisztogram altal reprezentalt fiiggvény.
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2.5. abra. Hisztogram, hatterében a valodi eloszlas
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fogjuk mondani: torzitott lesz. Erdemes Gsszevetni ezt azzal, amit az osztalykozos gyakorisagi
sorokndl mondtunk: ilyenkor nagy lesz az informécidvesztés.) Ezt mutatja a 2.6. abra, ahol
nagyon széles osztalykozoket valasztottam a sziiletési tomegek dbrazolasara.
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2.6. abra. Sziiletési tomegek hisztogramja, széles osztalykozokkel

Akkor tehat vegytink fel nagyon sziik osztdlykozoket? Ez a fenti szempontbdl j6 valasztasnak
tiinik (jol tudjuk kévetni az igazi fiiggvényt, nem mosunk ossze kiilonbozé dolgokat, kicsi a
torzitas), de okoz egy masik problémat. Ez jol latszik a 2.7. abran, ahol sziik osztélykoézokkel
abrazoltam a sziiletési tomegeket.

Mit latunk az abran? Nézziikk meg a hisztogramot hogyan alakul, ahogy haladunk balrél jobbra,
hogyan valtozik az értéke ahogy egyesével ugrdlunk az oszlopokon jobbra: felmegy, felmegy,
felmegy, lemegy, felmegy, lemegy, felmegy, lemegy, felmegy, lemegy, felmegy.. Ennek aligha
van biolégiai realitdsa, hogy a wvalddi sziletési tomeg eloszldsa tényleg igy valtozik! Akkor mi
torténik? A magyarazat az, hogy ha szlik osztalykozoket valasztunk, akkor az egy osztalykdzbe
juté megfigyelések szdma (ami alapjan ugye meghatarozzuk az oszlop magassidgat!) nagyon
kicsi lesz. Hogy ez miért probléma, azt igazdn majd csak a kdvetkezé statisztikabdl fogjuk
megérteni, most annyit mondok, hogy nagyon ingadozd lesz az oszlop magassaga a véletlen
szeszélyétol fliggben is (gondoljunk arra, hogy ha egy osztalykozbe 2 pont esik, akkor mindossze
egyetlen érték kicsit odébbmozditasa is lehet, hogy megfelezi, vagy épp masfélszeresére noveli
az oszlop magassagat!). Voltaképp az torténik, hogy van a valddi fliggvény, a hisztogram
ingadozik koriilotte — és minél sziikebbek az osztalykozok, annal nagyobb ez az ingadozas. Ezt
szép széval gy mondjik, hogy a variancia a probléma.
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2.7. dbra. Sziiletési tomegek hisztogramja, szlik osztalykozokkel

Osszefoglalva a helyzetet: a széles és a sziik osztalykézok mellett is szélnak érvek. Lehet
a kettd kozott egy optimumot taldlni, de az csak optimum (legkisebb hibaju helyzet), nem
idedlis (nulla hibaju helyzet). Ez a konkrét eset egy példa arra a statisztikdban t6bb helyen is
el6forduld jelenségre, amit torzitas-variancia dilemmanak hivnak; lesz még réla szo.

(Zéardjelben: érdemes észrevenni, hogy az egyetlen megoldés, ami nem kompromisszumos, tehét
nem valaminek a felaldozasa aran javitja az egyik szempontot — ugye az osztalykozok sziikitése
vagy bévitése ilyen! — az a mintanagysag novelése. Ha tudjuk névelni a mintanagysagot, akkor
ugyanolyan széles osztalykozokbe is tobb pont jut, tehat a torzitas novelése nélkil csokkentjiik a
varianciat, avagy ugyanannyi osztalykozbe jutd pontot megtarthatunk sziikebb osztalykozokkel
is, tehat a variancia novelése nélkil csokkenthetjik a torzitdst. Vagy valahol a kett6é kozott,
ha kisebb mértékben is, de egyszerre javithatjuk mindketté&t.)

A probléma tehdt kettos: egyrészt még ha meg is taldljuk az optimumot, az sem lesz tokéletes,
maésrészt meg kell taldlni valahogy ezt az optimumot. A gyakorlatban ez utébbi a probléma
(plane, hogy az els elkeriilhetetlen, igy azzal nincs mit tenntink). Hogyan taldljuk meg tehét
az optimalis osztdlykoz-szélességet? Ez a legnagyobb kihivas a hisztogram hasznélatakor. A
kérdés egyaltalan nem mellékes: mint a fenti abrak is mutatjak, az, hogy a gyakorisidgi sor
milyen képest sugall szdmunkra a vizsgalt valtozdérdl sajnos nagyban fligghet az osztalykozok
megvalasztasatdl, kiilonosen kis mintanagysagnal.

A gyakorlatban két megkozelitése van a probléméanak. Az egyik lehetOség, ha szakmai ala-
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pon valasztjuk meg az osztilykozoket: gy rakjuk le az osztopontokat, hogy az osztalykozok
valamilyen értelmes, targyteriileti tartalommal bird kategéridkat jeloljenek ki. Kis kolt6i sza-
badsiggal élve mondhatjuk, hogy mar a 2.3. 4dbra hisztogramjan is ez tortént — az osztépon-
tok szép kerek, 500-al oszthato szamokra keriiltek. A valddibb példa természetesen az, ha az
osztalykozok valamilyen szakmai tartalommal birnak. Példdnak okaért, a sziilészetben alta-
lanosan bevett médon hasznaljdk azt a terminolégiat??, hogy kis sziiletési stlyrél beszélnek
1500 és 2499 gramm ko6zott, igen kis sziiletési sialyrdl 1000 és 1499 gramm ko6zott és igen-igen
kis (extrém kis) sziiletési silyrél 1000 gramm alatt — megtehetjiik, hogy az osztépontokat
is igy rakjuk le, igy az osztalykozok az altalanosan haszndlt sziilészeti kategdridknak fognak
megfelelni.

A miésik lehetéség, hogy statisztikai alapon vélasztjuk meg az osztalykdzoket: nem is toré-
diink a valtozo targyteriileti tartalmaval, egyszeriien azt nézziik, hogy pusztan a megfigyelések
statisztikai jellemz6it figyelembe véve mi az a valasztds, ami optimalis a torzitas-variancia
dilemma tiikrében, tehat az 6ssz-hibat minimalizalja. Esetleg reménykedhetiink abban, hogy
erre van egyetlen, egyértelmii valasz, tehat, hogy megcsindljuk az optimalizalést, majd a vé-
gén kijon, hogy mi ,az” optimum, de sajnos ez nem igy van. A probléma az, hogy bar lehet
ilyen levezetéseket csinalni, de az eredmény fiiggeni fog attdl is, hogy pontosan milyen felté-
telezésekkel éliink, igy valdjaban a véilasz nem egyértelmi. Példanak okéért, az egyik ilyen
ismert analitikus szabdly a Sturges-szabdly, ami azt javasolja, hogy ﬂog2 n + 1] darab azonos
szélességli osztalykozt vegytlink fel a mintaminimum és -maximum kozott.

A fentiekben elmondottak természetesen nem csak a hisztogramra érvényesek, hanem az osz-
talykozos gyakorisdgi sor kontrukcidjdra is (2.4.1.1. pont).

Végezetiil beszéljlink kicsit arrdl, hogy hogyan lehet konkrétan R-ben megadni az osztalykozo-
ket. Erre 4 lehet6ségiink is van:

1. Explicite megadjuk az osztalykozok hatarait: hist(birthwt$bwt, breaks = c(500,
1500, 2000, 2500, 2750, 3000, 3250, 3500, 5000)). Az R ezt feltételezi akkor,
ha a breaks argumentum értéke egy vektor.

2. Megadjuk az osztalykozok szamat: hist (birthwt$bwt, breaks = 10). Az R ezt felté-
telezi akkor, ha a breaks argumentum értéke egy szam (persze, mint tudjuk az R-ben
ez azt jelenti, hogy vektor, de 1 hosszisdgu).

3. Megadjuk a szabaly nevét, amivel kérjik az osztalykozok szaménak kiszamolasat:
hist(birthwt$bwt, breaks = "Sturges"). Az R ezt feltételezi akkor, ha a breaks
argumentum értéke egy sztring.

4. Sajat fiiggvényt adunk meg, mely az osztalykozok szamat adja vissza (bemenetként a
megfigyeléseket kapja meg). Lényegében implementélhatunk egy sajit szabdlyt a beépi-
tettek mellett. Az R ezt feltételezi akkor, ha a breaks argumentum értéke egy fiiggvény.

Megjegyzendd, hogy az utolsé 3 esetnél a bedllitast az R csak ajanldsnak tekinti: a konkrét
osztopontokat ilyenkor kicsit odébbmozgathatja, ugyanis ilyenkor arra is torekszik, hogy szép

22https://real.mtak.hu/86899,/1/650.2018.31199.pdf
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kerek szamokra rakjak az osztdsokat (a pretty fiiggvény haszndlataval).
Most, hogy kiveséztiik az oszlopok szélességeit, beszéljiink picit a magassagukrdl is!

A hisztogramokra adott definici6 alapjan (,,az osztélykozos gyakorisagi sor oszlopdiagrammal
abrazolva, csak oszlopok kozotti rések nélkiil”) alapjin ez egyszeriinek tlinik: az oszlopok
magassaga f;, tehat az adott intervallumba esé megfigyelések szdma. Ez lehet teljesen miiko-
doképes, hogy mést ne mondjak, az 6sszes eddigi hisztogram igy késziilt, egy baja azonban
van: a gorbe alatt teriilet (emlékezziink a 2.4. Abrara!) nem 1 lesz. Miért érdekes ez? Az
esetek tilnyomé részében semmiért, egy orvosi kozleményben tokéletesen értelmesek és értel-
mezhetéek a fenti hisztogramok (s6t, valészintileg igy értelmezhetéek a legjobban). Ha azon-
ban valamiért komolyan kell venniink azt a kitételt, hogy a hisztogram a sirtiségfiiggvényt
igyekszik kozeliteni, akkor baj van: a strliségfiiggvény gorbe alatti teriilete viszont biztosan 1,
tehét, ha a hisztogramé nem, akkor itt valami biztosan nem stimmel®?. A problémén azonban
koénnyen segithetiink. Mennyi a hisztogram goérbe alatti teriilete, ha nem 1?7 Nagyon egyszeri:
egy téglalap teriilete h - f;, ha h az osztalykozok szélessége, igy a teljes gorbe alatti teriilet
Y. hefi=h-)2, f; = h-n, ahol a s7ummadzas az egyes oszlopokra (osztalykozokre) fut. A meg-
oldas tehat kézenfekvd: normalizaljunk ezzel! Ha minden oszlop magassigat leosztjuk h-n-nel,
akkor madris 1 lesz a gorbe alatti teriilet. Igy késziilt hisztogramot mutat a 2.8. dbra.

hist(birthwt$bwt, freq = FALSE, xlab = "Sziletési tomeg [g]",
ylab = "Gyakorisag [£f&6]", main = "")

23Most mar eldrulhatom, hogy a 2.5. 4branal csaltam: direkt felnagyitottam a siirtiségfiiggvényt, hogy ez a
probléma ne jelentkezzen; tehat azon az abran igazabdl nem is valddi siiriiségfiiggvény van.
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2.8. dbra. Példa egy mennyiségi valtoz6 abrazolasara hisztogrammal.

Amit latunk, az persze elére is megjésolhaté lett volna: mivel minden oszlopmagassagot ponto-
san ugyanugy h-n-nel osztottunk le, igy végeredményben az dbra valtozatlan néz ki (nyugodtan
mondhattuk volna azt is, hogy csak a fiiggleges tengelyt skdldzzuk &t). Ezért is mondhatjuk,
hogy a dolognak nincs nagy jelent&sége.

Egy kivétel azonban van: ha az osztalykozok nem ugyanolyan szélesek. Ekkor ugyanis nem
ugyanazzal a szammal kell leosztani az oszlopok magassagat; belathato, hogy ilyenkor az
oszlopok

magassagiak kellenek legyenek (ellendrizziik le, ) h, - nf i

toztatja meg a helyzetet: ilyenkor a magassidgok nem lehetnek a gyakorisagok, hiszen ez igy
mar nem csak a fligglleges tengely atskdlazasa, az egyes oszlopok egymashoz val6 viszonya
is megvaltozik. Ilyenkor tehat csak a fenti, sliriiség-jellegii magassagok hasznalatanak van ér-
telme. (Az R beépitett mitkodése pontosan ezt tiikrozi: ha nem adjuk meg kézzel, hogy mit
szeretnénk, akkor megnézi az osztdlykozoket, ha azonos szélességiiek, akkor gyakorisdgokat
hasznal magassagként, ha nem, akkor a fenti stirtiséget. Ez utébbi esetben kézzel ugyan vissza-
allithatjuk gyakorisdgok haszndalatara, de ilyet ne tegyiink, ez hibas lesz — az R megengedi, de
figyelmeztetést ad.) A kiilonboz6 szélességli osztélykozok hasznalatdnak lehet értelme, elég

= 1 valéban). Ez alapvetéen val-
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kézenfekvé példaul az otlet, hogy ahol ritkdbban vannak a pontok, ott szélesebb osztalykozt
vegyiink fel (mondvéan, hogy bér igy torzitottabb lehet, de kevés ponttal igysem tudunk sok-
kal jobbat csindlni), ahol meg siirtin, ott batran felvehetiink sziikebb intervallumokat is, de a
gyakorlatban az ilyen megoldasokat ritkdn hasznaljak, és a hisztogramokat altalaban azonos
szélességli osztalykozokkel készitik.

Hogyan értékelhetjiik 6sszességében a hisztogramot, mint adatvizualizacios eszkozt? Kezdjik
a legfontosabb elénnyel: a hisztogram konnyen értelmezhetd, és jol ismert. Nagyon szemléletes,
jol mutatja az egész eloszlas alakjat, annak minden részletével (kiilondsen, ha a mintanagysig
nem nagyon kicsi).

Ezek mellett azonban a hisztogramnak tobb komoly problémaja is van. Az egyik hatranya,
hogy a 1épcsts fliggvény jellegii kozelités ugyan matematikajat, konstrukciéjat — plane kézi
konstrukcidjat — tekintve kényelmes, de nem tudl természetes: a valédi fiiggvények, amiket ko-
zeliteni igyeksziink, nem igy néznek ki, igy ez a fajta kozelités zavar6 lehet. A masik probléma,
hogy sok helyet foglal, nem til kompakt — ha tobbet kell egymas mellé rajzolnunk, akkor az
hamar nehezen értelmezhet6 lesz. Marpedig — és itt jon a mésik probléma — hisztogramokat
muszaj egymas mellé plottolni: hisztogramokat nem igazan lehet — példaul kilénb6z6 szinnel
megkiilonboztetve — egymasra plottolni, mert az dbra szinte azonnal teljesen attekinthetetlen
lesz.

2.4.2.2. Magfiiggvényes siiriiségbecslo

A magfiiggvényes siirtiségbecslék mas kiinduléponttal épiilnek fel, de céljuk hasonlé a hisz-
tograméhoz: a slriségfiiggvény kozelitése. A legfontosabb kiilonbség, hogy a hisztogramoknak
a megértését, konstrukciéjat (plane kézi konstrukcijat) nagyban segiti a 1épcsés fliggvény jel-
legiik, de a dolognak az az ara, hogy a kapott kozelités igazabdl elég természetellenes lesz —
a valdsagban aligha van barmilyen orvosbiolégiai valtozo, ami 1épcsékben ugral. A magfigg-
vényes siiriségbecslék matematikai felépitése ugyan bonyolultabb, t6bbé nem lehetséges kézi
rajzolasuk, viszont cserében elérnek valami nagyon fontosat: a kozelités szép sima, szakadas
nélkiil, folytonos fiiggvénnyel oldjdk meg (2.9. dbra).

plot(density(birthwt$bwt), xlab = "Szlletési tomeg [g]",
ylab = "Siiriiség", main = "")
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2.9. dbra. Példa egy mennyiségi viltoz6 abrazolasara magfiiggvényes stirtiségbecslével.

A tovabbi részletekkel itt nem foglalkozunk, de annyit megjegyzek, hogy ezek is igénylik egy, a
hisztogramok osztélykoz-szélességével analdg paraméter hangolasat (sdvszélesség), sét, itt még
egy paramétert, a magfiiggvényeket is meg kell valasztani. Szerencsére ezekre elég jol bevalt
megoldasok érhetbek el.

A magfiiggvényes slirliségbecslok legfontosabb elénye, hogy sokkal természetesebben néznek
ki, mint a hisztogramok. Az igazsig az, hogy emiatt indokolt lenne sokkal gyakrabban hasz-
nélni 6ket a hisztogramok hatranyara; ennek valdésziniileg a bonyolultabb matematikajuk szab
gatat. Az azonban megjegyzendd, hogy abban a hitranyban, hogy van paraméteriik, amit a
felhasznalénak kell behangolnia — ebbdl fakaddan lehet, hogy hibdsan allitja be — a magfiiggvé-
nyes striségbecslék is osztoznak a hisztogrammal; itt is igaz, hogy ettdl akar nagymértékben
is fligghet sajnos a végeredmény. Végezetil még egy eldnyét megemlitem a magfliggvényes
stirtisébecsloknek a hisztogramokkal szemben: épp a simasdg miatt sokkal inkdbb egymaésra
lehet beléle tobbet is (példaul kiillonb6z6 szinnel) plottolni.

2.4.2.3. Boxplot

Végiil egy egész mas elven felépiilo, de szellemes, és a gyakorlatban is nagyon hasznos vizua-
lizéciés modszerrel ismerkediink meg, a (Tukey-féle) bozplottal (vagy ritkdn hasznalt magyar
nevén: dobozabraval).
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A Dboxplot nem maés, mint egy szamegyenes folé rajzolt téglalap, mely egy adott valtozot
reprezentdl gy, hogy a téglalap als6 széle az alsé kvartilisnél (Q,-nél), a fels6 széle pedig a
fels6 kvartilisnél (Q5-nal) van. A téglalapon beliil egy vastagabb fiiggéleges vonal taldlhaté a
medidnndl (2.10. abra).

boxplot (birthwt$bwt)
o
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o _
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o |
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2.10. abra. Példa egy mennyiségi valtozd abrazolasidra boxplottal.

A boxplotbdl két ,antenna” nyulik ki felfelé és lefelé. A boxplot alapvaltozatdban ezek a
mintaminimumig és mintamaximumig nytlnak ki, de a némileg haladébb megvaldsitasban
(amit a fenti dbra is mutat) az alsé antenna nem a minimumig terjed, hanem a legkisebb
elemig, ami nem kisebb, mint Q1 — « - IQR; hasonléképp a fels6 antenna nem a maximumig
terjed, hanem a legnagyobb elemig, ami nem nagyobb mint Q3+a-IQR. « egy elére megadott
konstans, tipikusan o = 1,5. Azokat az elemeket melyek ezen kiviil helyezkednek el, kiilon
szimbolum, példaul kis karika jeloli. E mogott az a megfontolas, hogy igy a boxplot egyszerii
outlier-szlirést is lehetévé tesz: azok az elemek mindsiilnek outliernek, melyek az antennakon
kiviil helyezkednek el.

A boxplot jéval nagyobb informéaciétomoritést hajt végre mint akar a hisztogram, akar a
magfiiggvényes becslé — ez alapveté hatranya, bar ennek ellenére gyakorlott szem szamara
igy is meglehet&sen jé informéaciét hordoz az eloszlas alakjarél. Azonban ugyanez elonye is,
hiszen kompakt, ami kiilonosen jol jon akkor, ha példaul tébb boxplotot kell abrazolni — elég
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sok egymas mellé rajzolhaté Ugy, hogy Osszehasonlithatdéak és még attekinthetéek maradnak.
Tovabbi nagy elénye, hogy — szemben mind a hisztogrammal, mind a magfiiggvényes becslével
— semmilyen paraméter hangolasat nem igényli, kinézete teljesen egyértelmiien meghatarozott
az adatok altal, semmilyen felhasznalé altal beéllitandé (és igy potencidlisan hibalehetséget
add) paramétere nincsen.

2.5. Minoségi valtozok kétvaltozés elemzése

Minéségi valtozok kapcsolatat asszociaciénak szokas nevezni a statisztikaban. Erre jo pél-
da adatbédzisunk rassz (race) és irritdbilis méh (ui) valtozdi, mely az alany rassz szerinti
hovatartozasat és az irritabilis méh szindréma fennallasat adja meg.

2.5.1. Analitikus eszkozok

Ahogy mér megbeszéltiik, a kétvaltozos vizsgalatok sava-borsa az lesz, hogy a valtozok kap-
csolatdrol is képesek lesziink nyilatkozni. Ahhoz, hogy precizen definidljuk, hogy mit értiink
kapcsolat alatt, els6ként bemutatjuk az kontingenciatablat (vagy kombindciés tablat vagy
kereszttablat), mely egyuttal az egyik legfontosabb analitikus eszkoz is lesz két minéségi valtozd
kapcsolatanak vizsgdlataban. Ezt kvetéen nagyon réviden beszéliink a kapcsolat jellemzésére
hasznalhaté mutatészamokrol is.

2.5.1.1. Kontingenciatabla

A kontingenciatabla egy olyan tablazat, melynek soraiban és oszlopaiban a két valtozd
lehetséges kimenetelei vannak, az egyes celldkban pedig azon megfigyelési egységek darabszama
(gyakorisiga), melyek a cella sora és oszlopa szerinti kimenetiiek a sorhoz illetve az oszlophoz
rendelt valtozé szerint. Példaul, a rassz és az irritabilis méh kontingenciatablaja igy néz ki:

table(birthwt$race, birthwt$ui)

0 1
Kaukazusi 83 13
Afroamerikai 23 3
Egyéb 55 12

Tehat példaul 83 olyan megfigyelési egység van az adatbazisban, ahol az anya rassza kaukazusi
és nincs irritabilis méh szindrémaja 12 egyéb rasszi, és irritabilis méh szindromaban szenvedd
alany van, és igy tovabb.
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A kontingenciatabla szigorian véve csak a 3 x 2 darab gyakorisagot jelenti; de néha 6sszegzd
sorokat vagy oszlopokat irunk mellé:

tab <- table(birthwt$race, birthwt$ui)
rbind (cbind(tab, margin.table(tab, 1)),
cbind(t (margin.table(tab, 2)), margin.table(tab)))

0 1
Kaukazusi 83 13 96
Afroamerikai 23 3 26
Egyéb b5 12 67
161 28 189

Ezek neve: perem- vagy vetiileti gyakorisag. (Mindkét elnevezés logikus: perem, hiszen a
kontingenciatabla peremére kell ezeket rairni, és vetiileti, hiszen igy kaphatjuk, hogy a konting-
enciatablat levetitjik vizszintesen vagy fiiggblegesen ,levetitjik”, vetités alatt most azt értve,
hogy az egymasra ,vetiil” elemeket 0sszeadjuk.) A 189 természetesen a mintanagysag.

A fenti gyakorisdgokon til természetesen relativ gyakorisagokrdl is beszélhetiink. A relativ
14t leosztjuk a mintanagysiggal, példdul a bal fels6 83/189 = 43,9% lesz. Ez az irritabilis
méh szindréméaban szenvedd kaukdzusiak aranya a teljes mintan belil. A relativ gyakorisagok-
kal kitoltott kontingenciatabla peremei a relativ peremgyakorisagok (vagy relativ vetiileti
gyakorisdgok). Szokds ezt peremmegoszlasnak vagy vetiileti megoszlasnak is nevezni.

Kontingenciatdbla esetén azonban van egy masik — logikus — méd arra, hogy relativ gyakori-
sagot értelmezziink: a 43,9% megadja, hogy az Osszes alany mekkora hanyada kaukdzusi és
irritabilis méh szindréméban nem szenved8, de minket érdekelhet az is, hogy az (6sszes he-
lyett) csak az irritdbilis méh szindréméban nem szenved6k mekkora hédnyada kaukazusi. Azaz:
a 83-at nem a 189-cel, hanem a 161-gyel osztjuk le: 83/161 = 51,6%. Ezt nevezzik feltételes
relativ gyakorisagnak. Azért feltételes, mert ez egy relativ gyakorisag azon feltétel mellett,
hogy valaki nem szenved irritabilis méh szindréméaban. Més széval: ha feltessziik, hogy az
alanyaink nem szenvednek irritabilis méh szindréméban akkor kozottiik 51,6% a kaukazusiak
ardnya. Ez természetesen kiszamolhat6 a rassz valtozé masik két kimenetére is; az igy kapott
51,6% — 14,3% — 34,2% egy teljes (csak épp feltételes) relativ gyakorisagi sor, 6sszege természe-
tesen 100%. Szokds ezt a sorvaltozé (esetiinkben a rassz) feltételes megoszlasanak is nevezni,
az oszlopvaltozo (esetiinkben az irritabilis méh) adott értéke (esetiinkben: »igen«) mint feltétel
mellett. Természetesen ugyanezek kiszdmolhatéak a jobb oldali oszlopra is, ez magyarul azt
jelenti, hogy az irritabilis méh »nem« kimenetére feltételeziink. Az eljards ugyanez, azzal a
kiilénbséggel, hogy a jobb oldali szamokat nyilvan 28-cal kell leosztani. A feltételes relativ
gyakorisdg tehat nem maés, mint a gyakorisig adott peremgyakorisiggal osztva.

Természetesen nem csak az oszlopvaltozora feltételezhetiink! Pontosan ugyanigy van értelme
beszélni az oszlopvaltozoé feltételes eloszlasardl a sorvaltozd adott értéke, mint feltétel mellett.
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Példaul kijelenthetjiik, hogy annak feltételes relativ gyakorisadga, hogy egy alany nem szenved
irritabilis méh szindrémaban 83/96 = 86,5% azon feltétel mellett, hogy kaukdzusi a rassza.
Hasonléan tovabbmenve azt is mondhatjuk, hogy az irritabilis méh fennalldsanak feltételes
megoszldsa azon feltétel mellett, hogy az alany kaukézusi, 86,5% — 13,5%.

Osszefoglalva, egy celldhoz négyféle szamot is rendelhetiink, a bal felsé példdjan: 83 (gyakori-
sag), 43,9% (relativ gyakorisdg), 51,6% (feltételes relativ gyakorisidg azon feltétel mellett, hogy
nem &ll fenn irritdbilis méh szindréma) és 86,5% (feltételes relativ gyakorisiag azon feltétel
mellett, hogy a rassz kaukazusi). Mindezeket szemléltetik a kovetkezd tablazatok.

Relativ gyakorisdgok (peremeken a vetiileti megoszlasokkal):

tab <- prop.table(table(birthwt$race, birthwt$ui))
rbind(cbind(tab, margin.table(tab, 1)),
cbind(t(margin.table(tab, 2)), margin.table(tab)))

0 1
Kaukéazusi 0.4391534 0.06878307 0.5079365
Afroamerikai 0.1216931 0.01587302 0.1375661
Egyéb 0.2910063 0.06349206 0.3544974
0.8518519 0.14814815 1.0000000

Irritabilis méh feltételes relativ gyakorisagai a rassz kiillonbozé kimenetei, mint feltétel ese-
tén:

tab <- prop.table(table(birthwt$race, birthwt$ui), 1)
rbind(cbind(tab, margin.table(tab, 1)))

0 1
Kaukazusi 0.8645833 0.1354167 1
Afroamerikai 0.8846154 0.1153846 1
Egyéb 0.8208955 0.1791045 1

Rassz feltételes relativ gyakorisagai az irritabilis méh kiilonb6zé kimenetei, mint feltétel ese-
tén:

tab <- prop.table(table(birthwt$race, birthwt$ui), 2)
rbind(tab, t(margin.table(tab, 2)))
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0 1

Kaukazusi 0.5155280 0.4642857
Afroamerikai 0.1428571 0.1071429
Egyéb 0.3416149 0.4285714
1.0000000 1.0000000

Az, hogy a fentiek koziil melyiket hasznaljuk, az elemzési céltol fiigg. Statisztikai értelemben
felcserélheté az, hogy ,a kaukazusiak mekkora hanyada szenved irritabilis méh szindréma-
ban?” és az, hogy ,az irritabilis méh szindréméaban szenvedck mekkora hanyada kaukazusi?”,
de tartalmilag nem: feltételezni olyan informéciéra van értelme, amit ismeriink. (Ez a fel-
tételes valésziniiség fogalméanak a lényege: ismert informdacié beépitése egy valdsziniiségbe.)
Képzeljik magunkat egy orvos helyébe, aki il a rendel6jében, vele szemben a péciens. Ha
azt vessziik, hogy ,az irritabilis méh szindrémaban szenveddk mekkora hanyada kaukazusi?”
akkor azt mondjuk, hogy tudjuk, hogy az alany beteg-e, és kérdezziik, hogy ennek figyelembe-
vételével mekkora a valdszintisége, hogy kaukézusi.. Tehat hidba is egyenértékii statisztikailag,
tartalmilag a ,kaukazusiak mekkora hanyada szenved irritabilis méh szindrémaban?” kérdés
— és az azt megvalaszolo feltételes eloszlas — lesz a relevans: latvan, hogy a betegek kaukézusi,
kideriil, hogy 7gy mennyi annak a valdszinlisége, hogy szenved ebben a betegségben.

Tovabbhaladva, tokéletesen lathatd, hogy miért mondtuk, hogy a tobbvaltozds elemzés az egy-
valtozos elemzések kiterjesztése: a fenti kétdimenzids kontingenciatablaban minden informacio
benne van, amit a két valtozot kiillon-kiilon elemezve latnank: egyszertien levetitjiik a konting-
enciatablat egy dimenzié mentén és kapott vetiileti gyakorisigok nem masok lesznek, mint
a megfelel6 valtozé gyakorisdgi sora! Az tehat egyértelmii, hogy ez tartalmazza mindazt az
informaciét, amit a két valtozd kiillon-kiilon végzett vizsgalata — csakhogy én azt allitottam,
hogy tobbet is. Ez vezet el minket a valtozdk kapcsolatanak kérdéséhez.

Mindségi valtozok esetében (kontingenciatdbldn) akkor mondjuk, hogy két valtozd kapcesolat-
ban van egymadssal, ha a sorvaltozo feltételes megoszldsai ugyanazok, az oszlopvaltozd bdrmely
értékére is feltételeziink. Vagy, ami ezzel egyenértékii®!: az oszlopvaltozé feltételes megoszlasai
ugyanazok, a sorvaltozd bdarmely értékére is feltételeziink.

FEz a definicid jogos: altalanossagban véve is, az, hogy két valtozo kozott nincs kapcsolat, azt
jelenti statisztikai nyelven, hogy az egyikre vonatkozé informéacioboél nem nyeriink informéaciot
a mésikra vonatkozéan. Igy mér érthetd ez a kontingenciatéblékra alkalmazott definicié: ha
nincs kapcsolat, akkor hidba mondjak meg valaki, hogy mi — példaul — a sorvaltozo értéke, ebbdl
semmit nem tudunk meg az oszlopvaltozé feltételes megoszlasardl (hiszen az minden sorban
ugyanaz!). Ha van kapcsolat, akkor nyeriink plusz-informéciét (hiszen maés lesz a feltételes
megoszlasa).

Lathato, hogy ebben az esetben csak nagyon gyenge kapcsolatrél beszélhetiink: a sorvaltozd
feltételes megoszlasa mindkét oszlopban (precizen: az oszlopvaltozé mindkét kimenetére felté-
telezve) nagyjabol ugyanaz (kb. 50% — kb. 10% — kb. 40%), és az oszlopvaltozo feltételes

24Tz bizonyitast igényelne, de belathatd, hogy az egyikbél kovetkezik a masik.
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megoszlasa is nagyjabdl ugyanaz mindhdrom sorban (kb. 85% — kb. 15%). Ahogy mar volt
rola szd, az el6bbi mondat barmelyik felébdl automatikusan kovetkezik a masik fele. Itt tehat
szemléletesen is lathat6 a kapcsolat hidnyanak tartalma: a rasszra vonatkozé informécié nem
adott szinte semmilyen informaciot a betegség fennallasiardl, abban a preciz értelemben, hogy
hidba is mondja meg valaki, hogy az alany rassza kaukédzusi, afroamerikai vagy egyéb, szinte
ugyanigy csak azt tudjuk mondani, hogy ,akkor 85% — 15% a megoszlas az irritdbilis méh
fennallasa szerint”.

Képzeljiink el ezzel szemben — masik végletként — egy olyan esetet, melyben a 189 alany koziil
100 kaukazusi irritdbilis méh szindréma nélkiil, és 89 egyéb rasszu irritabilis méh szindréméval!
Ebben az esetben az egyik valtozéra vonatkozé informacié nem egyszertien ,elarul valamit”
a masik valtozérdl, hanem egyenesen determindlja azt: ha valaki elarulja, hogy egy alany
kaukazusi rasszi, akkor biztosan tudjuk, hogy nem szenved irritabilis bél szindroméaban, ha
pedig azt mondja, hogy egyéb rasszi, akkor biztosan tudjuk, hogy szenved ebben. (Itt rogton
jol latszik, hogy a dolog forditva is miikodik: ha tudjuk, hogy egy alany nem szenved irritabilis
méh szindrémaban, akkor azonnal tudjuk, hogy kaukazusi, ha pedig szenved ebben, akkor
biztos, hogy egyéb rasszi.) Ez a kapcsolat erésségének méasik végpontja.

Zarasként megjegyezziik, hogy a statisztikdban valdjdban nem igy szoktak bevezetni a kapcso-
lat fogalmat, hanem Ugy, mint azt az esetet, amikor a két valtozé nem fiiggetlen egymastol;
fliggetlenség alatt pedig azt értik, hogy az egyiittes megoszlas a vetiileti megoszldsok szorza-
taként 4ll eld. Erdemes végiggondolni, hogy ez valéban egybeesik a hétkoznapi ,fiiggetlenség”
fogalommal. Szintén érdemes végiggondolni, hogy ebbdl valéban kovetkezik a fenti definicid,
de ezzel részletesebben nem foglalkozunk most.

2.5.1.2. Mutatészamok

A kapcsolat erdsségének kvalitativ fogalmat fent megadtuk; erre tébb mutatét is definidltak,
melyekkel az erfsség szamszeriien is lemérhetd. Amennyiben a valtozék nomindlisak, tgy
pusztan erre van lehetOség.

Ha azonban a valtozdk ordinalisak, gy értelmet nyert a kapcsolat irdanydnak fogalma is. Or-
dindlis valtozok esetén ugyanis a sorok és oszlopok sorrendje nem tetszdleges, van értelme
mindkét valtozd szerint ,nagyobb” és ,kisebb” kimenetrol beszélni. Innentdl kezdve tehat
nem csak azt mondhatjuk, hogy van kapcsolat, ha mas oszlopban mas a feltételes megoszlas,
hanem értelmet nyer az a kijelentés is, hogy nagyobb oszlopban a feltételes megoszlas tgy
mas, hogy inkdbb nagyobb sorbeli érték szerepelnek, vagy épp ugy, hogy inkabb kisebbek.
(Itt is egyenértékii, ha ugyanezt a sorok és oszlopok forditott szerepével mondjuk el.) Ezt
ragadja meg a kapcsolat irdnyanak fogalma: ha van kapcsolat (nem 0 az erdssége), akkor az
pozitiv, amennyiben az oszlopvaltoz6 szerinti nagyobb érték tendencidjaban a sorvaltozé sze-
rinti nagyobb értékkel jar egyiitt (és forditva), negativ, ha az oszlopvaltozé szerinti nagyobb
érték tendencidjaban a sorvaltozd szerint kisebb értékkel jar egytitt (és forditva). Ordinélis
valtozonal errdl is lehet nyilatkozni mutatdkkal.
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A konkrét mutatdszamokkal most nem foglalkozunk (t6bbek kozott azért sem, mert meglehe-
tésen sok van bel6liik, attol fliggéen, hogy pontosan hogyan viselkednek az egyes valtozok).

2.5.2. Grafikus eszkozok

Kontingenciatablat vizualizalni tin. mozaikdbraval és asszocidcios abraval lehet, ezek azon-
ban nem til latvanyos, és emiatt nem is til gyakran haszndlt moédszerek, igy most mi sem
részletezem ezeket.

Ami bevettebb, az a vetiileti megoszldsok (vagy nevezetes feltételes megoszldsok) dbrazolasa
egyszerlien oszlopdiagramon (vagy kordiagramon), ez azonban ugyanaz a feladat, amit méar
mindségi valtozdk egyvaltozos elemzésénél megbeszéltiink.

2.6. Mennyiségi valtozék kétvaltozos elemzése

Mennyiségi valtozok kapcsolatat korrelacidonak szokas nevezni a statisztikaban. Erre j6 példa
adatbézisunk anyai testtomeg (1wt) és Gjsziilott sziiletési tomege (bwt) valtozdi, melyek az anya
illetve az 0jsziilott testtomegét tartalmazzak.

2.6.1. Analitikus eszkozok

A kapcsolat fogalmat mennyiségi valtozokra is ugyanazon gondolatot kovetve értelmezziik,
mint amit min6ségi valtozoknal mar lattunk. Azt mondjuk, hogy két valtozé kapcsolatban
van egymassal, ha az egyik valtozo atlag feletti értékei tendencidjaban a maésik valtozo atlag
feletti értékeivel jarnak egyiitt (és ekkor persze forditva is: az egyik valtozo dtlag alatti értékei
tendencidjaban a mésik valtozé atlag alatti értékeivel jarnak egyiitt). Azaz: ha egy megfigyelési
egység értéke az egyik valtozo szerint atlag feletti, akkor varhatéan a masik valtozé szerint is
atlag feletti?® lesz. Pontosabban szélva ez a pozitiv kapcsolat definicidja, a negativ esetén az
egyik valtozé atlag feletti értékei tendencidjaban a masik atlag alatti értékeivel jarnak egyiitt,
és forditva. Itt természetesen sztochasztikus kapcsolatrél beszéliink, ezért a ,tendenciajaban”
kifejezés: nem arrdl van szd, hogy ha a megfigyelési egység egyik valtozoja atlag feletti, akkor
biztos, hogy a masik is, de az esetek tobbségében érvényesiil ez a tendencia.

Erdemes megfigyelni, hogy itt mindenképp van értelme az irdnynak (6sszhangban azzal, hogy
a mennyiségi valtozék birnak az ordindlis tulajdonsagaival is).

25Az atlag itt természetesen minden esetben a széban forgd valtozé atlagat jelenti. A haszndlatira azért van
sziikség (és azért nem mondhatjuk egyszertien azt, hogy ,a valtozé nagy értékei”), mert hozzdadva valamilyen
nagy konstanst a valtozéhoz, annak Gsszes értéke nagy lesz, tehdt mindenképp valamilyen viszonyitésra van
sziikség.
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Két mennyiségi valtozé fent definidlt kapcsolatat klasszikusan a kovarianciaval szokas lemér-
ni, jele cov (z,y). Ennek definicidja:

Sl =) 6= 9]

cov (z,y) =
n

A szamitas logikdja vegytisztdan titkkrozi a definiciot: az (x; — T) tiikrozi az egyik, az (y; — 7)
a masik valtoz6 szerint azt, hogy az adott megfigyelési egység atlag alatti vagy atlag feletti.
Vegylik észre, hogy a kettd szorzata pedig pontosan akkor lesz pozitiv, ha vagy mindkét valtozo
szerint atlag feletti a megfigyelési egység, vagy mindkét valtozo szerint atlag alatti — azaz ha
az adott megfigyelési egység a pozitiv kapcsolatot erésiti meg! Ha a szorzat negativ, akkor az
adott megfigyelési egység a negativ kapcsolatot erGsiti.

Ennél azonban tobb is igaz: a szorzatnak nem csak az elGjele stimmel, de a nagysaga is, az
ugyanis kifejezi, hogy mennyire er6sit meg benniinket az adott megfigyelési egység a kapcsolat
fennallasiban. Ha a megfigyelési egység egyik (plane ha mindkét) valtozo szerint kozel van
az atlaghoz, akkor az csak gyenge ,bizonyiték” a kapcsolat mellett (kis médosulassal lehet,
hogy az ellenkez6 irdnyu kapcsolatot erdsitené), viszont ha mindkét valtozo szerint tévol van
az atlagtdl, az erds érv a kapcsolat mellett.

A szummadzas ezeket a hatdsokat fogja Osszeadni megfigyelési egységrol megfigyelési egységre,
igy eldjele a kapcsolat irdnyat mutatja, abszolit értéke pedig annak erdsségét. (Az n-nel vald
leosztas nyilvan sziikséges, kiilonben a kétszer megismételt adatbazison kétszer akkora lenne a
kovariancia, holott az informéci6é ugyanaz; tehat ezeket a szorzatokat dtlagolni kell.)

Hogy mi a kovariancia problémaéja, az azonnal kideriil, ha k6zoljiik az anyai és az jsziilott test-
tomeg kozti kovarianciat: 4141.6518913. Ami kétségteleniil kiolvashatd ebbdl, hogy az anyai
és az jsziilott testtomeg kozott van kapesolat, mégpedig pozitiv irdnyt (nagyobb anyai tomeg
— nagyobb 1jsziilott tomeg, és forditva), hiszen az el8jel pozitiv. Amirél viszont lényegében
semmit nem tudunk meg, az az erdsség! Anndl is inkdbb, mert a kovariancia mértékegység-
fligg6: mas értéket kapunk, ha az Gjsziilott testtomegét nem grammban, hanem kilogramm-
ban rogzitjik. Tekintetbe véve, hogy az informacié ettél még ugyanaz marad, ez nyilvan
nem szerencsés. A probléma lényegében az, hogy honnan tudhatnank, hogy a 4141.6518913
sok vagy kevés...? Ebben segit minket az a matematikai észrevétel, hogy mindenképp fennall
az —s,s, < cov (z,y) < 8,8, Osszefliggés, tehdt a kovariancia abszolut értéke nem lehet na-
gyobb mint a két valtozé szérdsanak szorzata. Igy maris van mihez viszonyitani a kovariancia
nagysagat! Ez elvezet minket a kévetkezé mutatohoz, a neve korrelacid, jelben corr (x,y):

corr (z,y) = SV
555y

Ez az elgjel értelmezésén semmit nem valtoztat, hiszen a kovariancia eldjelét meghagyja (a
nevezében szérasok szerepelnek, igy mindkettd szitkségképp pozitiv), viszont az abszolit érté-
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ket értelmezhetévé teszi, hiszen a korreldciéra mar az teljestil, hogy —1 < corr (z,y) < 1. A
korrelacié tehat minél kozelebb van +1-hez, annal erésebb a két valtozo kozotti kapcsolat.

Példaul, az anyai testtomeg és az 0jszilott sziletési tomege kozti korrelacios egytitthatéd értéke
0.1857333. Ez alapjan nem csak azt tudjuk mondani, hogy van kapcsolat és az pozitiv irdnyu (a
0.1857333 eldjele pozitiv), de most mér azt is, hogy ez a kapcsolat igen gyenge (ha elhelyezziik
a 0.1857333-ot a 01 kozott).

A dologban azonban van egy csavar, ami a definiciobdl egyaltalan nem lathatd, de bebizonyit-
hatd, hogy igaz: az gy definialt korrelacié nem altalaban mér barmilyen kapcsolatot a valtozdk
kozott, hanem csak egyféle kapcsolatot mér, azt, hogy van-e linedris kapcsolat a valtozok ko-
zOtt (szokés emiatt linedris korreldcids egytitthaténak is nevezni). Ha a korreldcié abszolit
érték 1, az épp azt jelenti, hogy y = ax + b fliggvényszerii kapcsolat van a két valtozéd kozott.
Forditva, ha a korrelacié 0, az nem azt jelenti, hogy nincs kapcsolat, hanem azt, hogy nincs
linedris kapcsolat! Masféle kapcsolat lehet, akar még fliggvényszeri is, ugy, hogy kozben ez a
korrel4cié nulla. Altaldban is, a korrelacié ,erdsségét” Ggy kell érteni, hogy mennyire szorosan
valosul meg az egyenesre illeszkedés.

Erre tekintettel szokas mas korrelacios egyiitthatokat is definidlni, ezek koziil megemlitjiik a
Spearman-p és a Kendall-T mutatokat, ezek tin. rangkorreldciés mutatdk, amik nem konkrétan
linearis, hanem &ltalanos monoton kapcsolat erdsségét mérik. Nem foglalkozunk vele részle-
tesen, de megemlitem, hogy itt is igaz, hogy a kapcsolat erdssége azzal van Osszefiiggésben,
hogy az egyik valtozd ismerete mennyi informaciot drul el a masik valtozérdl (természetesen
sztochasztikus értelemben).

Végiil egy figyelmeztetés. Mint altalaban, természetesen itt is elmondhatd, hogy a mutato-
szdm haszndlata nagyon nagy informéciétomoritést jelent. Eppen ezért ne tdmaszkodjunk
onmagaban egy korrelacids egytitthatéra (és kiilondsen ne 6nmagaban egy linearis korrelacios
egylitthatéra) két valtozo kapcesolatdnak megitéléséhez, hiszen ez elfedi az esetleges nemlined-
ris kapcsolatokat, az outlier-eket stb. Erre a kovetkezé pontban latni is fogunk egy nevezetes
példat.

2.6.2. Grafikus eszkozok

Két mennyiségi valtozd kapcsolatdnak legfontosabb dbrazolasi eszkéze az sz6rdédasi diagram.
A szérodasi diagramot agy kapjuk, hogy minden megfigyelési egységnek egy pontot feleltetiink
meg a sikban 1gy, hogy a pont egyik koordindtaja a megfigyelési egység egyik, a masik koor-
dindtaja a masik valtozo szerinti értéke. Az anyai és Gjsziilott testtomeg szérdédési diagramjat
a 2.11. dbra mutatja.

plot(bwt ~ lwt, data = birthwt,
xlab = "Anya testtomege (UM) [font]",
ylab = "Sziletési tomeg [g]" )
abline( h = mean(birthwt$bwt), v = mean(birthwt$lwt),
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1ty = "dashed")
abline(1lm(bwt ~ lwt, data = birthwt), lty = "dotted")
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Anya testtomege (UM) [font]

2.11. abra. Két mennyiségi valtozo kapcsolatanak abrazoldsa szorédasi diagrammal.

Az abran bejeloltem (szaggatott vonallal, a két tengellyel parhuzamosan) a két véltozé atlagat
is.

Jol lathatd, immar grafikusan is, hogy mit értiink a két valtozd kozotti (pozitiv) kapcesolat
fogalman: a pontok tendencidjukban a szaggatott vonalak altal kijelolt koordinata-rendszer
jobb felsd és bal alsé kvadransiban taldlhatoak (atlag feletti — atlag feletti és atlag alatti —
atlag alatti z6nak). Természetesen latszik az is, hogy a kapcsolat sztochasztikus, azaz van pont
a tobb kvadrdnsban is (itt aztdn plane, hiszen a kapcsolat nem is til erds). Ahogy lattuk, a
kovariancidban / korreldciéban persze nem csak a pontok darabszdama szamit, hanem a konkrét
helyzetiik is.

Réerdsitve az el6bb mondottakra, az abran behiztam a pontokra legjobban illeszked6 egyenest
is. Ne feledjiik, hogy a szokdsos korrelicids egylitthatd esetén, a kapcsolat ,eréssége” egyut-
tal azt is jelenti, hogy a pontok mennyire szorosan illeszkednek a rajuk legjobban illeszkedd
egyenesre (lathatd, hogy itt nem t1l szorosan).

Mindezeket szemlélteti a 2.12. abra is, mely kiillonb6z6 korrelacids egyiitthatdja kapcsolatokat
(kiilonboz6 eléjelekkel és abszolut értékekkel, azaz kiillonbozé irdnyt és erdsségli kapesolatokat)
mutat be példakkal.
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2.12. abra. Kiilonféle korrelaciés egyutthaték szemléltetése.

A grafikus dbrézolas elénye, hogy (szemben a korrelacids egytitthatéval) nem okoz gondot
semmilyen outlier, nemlinedris kapcsolat stb. — ezek mind ldthatéak lesznek az abran. (Itt is
hangstlyosan él tehat Tukey mar emlitett tandcsal) Erre mutat példat a nevezetes Anscombe-
kvartett (2.13. &bra). Az abrdk négy kétvaltozdés adatsor szérddasi diagramjat mutatjik.
Mindegyiknek hajszdlpontosan ugyanaz a korreléciés egytitthatéja (sot, az atlaguk és a szérasuk
is — igy ugyanaz a rajuk legjobban illeszkedé egyenes is), mégis, a valds helyzet dramaian mas.
Outlierek, nemlinedris kapcsolatok vannak jelen; ez azonban csak abrazolas utan deriil ki, a
korrelaciés egytitthaté haszndlata mindezt teljesen elfedné!

Zarasként megjegyzem, hogy ebben a grafikus dbrazoldsban nincsen semmilyen informaciéto-
morités. Az is igaz, hogy a kétvaltozos elemzés tartalmaz minden informéciét, amit a két
egyvaltozos elemzés: a pontokat levetitve valamelyik tengelyre, visszakapjuk az adott tengely
valtozdjanak adatait; azokat csoportositva (a tengelyt osztalykozokre bontva) rogton készithe-
t6 példaul hisztogram. Szemléletesen latszik azonban az is, hogy pusztdn a hisztogramokbdl
(tehdt az egyvaltozds adatokbdl) lehetetlen lenne nyilatkozni a két valtozd kozti kapcesolat-
rol. (Képzeljiink egy egy olyan esetet, melyben a véaltozok kozott erés kapcesolat van, de ugy,
hogy mindkét valtozé dnmagaban szimmetrikus. Ekkor nyugodtan tiikrézhetnénk a széréda-
si diagramot barmelyik atlagot jelenté szaggatott vonalra, az egyvaltozés adatok ugyanazok
maradndnak, noha kétvaltozésan pont hogy megfordult a kapcsolat irdnya.) Ezért tobb a
kétvaltozds elemzés mint két egyvaltozds elemzés.
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2.13. 4bra. Az Anscombe-kvartett.

2.7. Tovabbi tobbvaltozds elemzések

//////

egy mennyiségi valtozd kapcsolatat kell vizsgalni. Ezt vegyes kapcsolatnak szokds nevezni;
részletesebben most nem foglalkozunk vele.

A masik kérdés, ami felmeriil, hogy mi a helyzet ketténél tobb valtozd esetén. Ha nem 1é-
nyegesen t6bb valtozérdl van szd, akkor a fenti mddszerek — tobb-kevesebb moddositassal —
de kiterjeszthet6ek. Példaul a szérédasi diagram elvileg harom valtozos esetre valtozatlanul
kiterjeszthet6é (bar a gyakorlatban mar ezt sem nagyon szoktédk hasznélni, hiszen egy harom
dimenziés pontfelh6 csak szamitégépen tekintheté meg érdemben, és ott se tul attekinthetd
emberi szemnek). Négy és anndl to6bb dimenziénal mar tritkkkre van sziikség; a tipikus meg-
oldas, hogy minden lehetséges koordinata-parra levetitik a sokdimenzids pontfelhét, és az igy
kapott kétdimenzios szérédési diagramokat mutatjak meg (métrix szérédasi diagram). Egy-
két tucat valtozo felett azonban mar ez sem igazan tekinthet6 at, illetéleg mar nem nevezhetd
érdemben kettonél tobb dimenzids elemzésnek. Hasonld a helyzet a korrelaciés egytitthatoval,
illetve a kontingenciatabléval és elemzési eszkozeivel.

02



3 Induktiv statisztika

Ebben az alfejezetben réviden, az alapkoncepcidkra fékuszalva bemutatom a statisztika in-
duktiv (kovetkeztetd) dgat. Méar volt réla sz, hogy az induktiv statisztika jellemz&je, hogy
tekintettel van a mintavételi helyzetre, azaz arra, hogy mi csak egy részét ismerjiik azon so-
kasagnak, melyre a kérdésiink iranyult: épp azzal foglalkozik, hogy hogyan lehet pusztin a
mintaban 1év6 informécié alapjan mégis a sokasagrdl nyilatkozni. Innen a mddszer neve: in-
dukcid, annyi mint kdvetkeztetés, tudniillik kovetkeztetés a mintabdl a sokasagra.

Els6ként roviden megismételjik, és par fontos részlettel kibévitjilk a mintavételi helyzettel
kapcsolatos ismereteinket (3.1. pont); ezt kovetéen nagyon témoren, az alapelvekre szoritkozva
bemutatom az induktiv statisztika két nagy teriiletét: a becsléselméletet és a hipotézisvizsgéla-
tot. A becsléselmélet (3.2. pont) azzal foglalkozik, hogy egy sokasdgot jellemz6 paramétert,
példaul a sokasig varhaté érték pusztédn a minta alapjan ,,megtippeljink” (valamilyen szempon-
tok szerint a lehetd legjobban). A hipotézisvizsgalat (3.3. pont) ennek bizonyos értelemben
az ikertestvére: célja, hogy a sokasdg valamely jellemzdjére tett allitds — példaul a sokasig
varhaté értéke egy adott szam — helyességét ,megtippeljik” pusztdn a minta alapjan.

3.1. A mintavételi helyzet és kovetkezményei

Ahogy mér volt réla sz6, mintavételi helyzetrél akkor beszélink, ha a sokasdgnak (definici6
szerint: a halmazra, amire a kutatasi kérdésiink vonatkozik), csak egy részét tudjuk megfigyelni.
Ezt a megfigyelt részt nevezzitk mintanak. Szintén volt réla sz6, hogy a mintavételi helyzet
jelent6sége a biostatisztikdban hatalmas: nem csak azért, mert egy sor esetben még ha a
sokasag elvileg teljeskoriien megfigyelhetd is lenne, erre gyakorlati okok (koltség, id6igény stb.)
miatt nincs méd, hanem azért is, mert biostatisztikdban tipikusak az olyan kérdések, melyek
fiktiv, végtelen sokasdgra vonatkoznak (példaul: ,Egy 1j vérnyomdascsokkent6 gyogyszer-jelolt
valéban csokkenti a vérnyomdst?”). Ilyen esetekben barmennyi megfigyelést is végziink, az
sziikségképp minta lesz, azaz sziikségképp mintavételi helyzettel lesz dolgunk.

Adodik tehét a feladat: annak ellenére nyilatkozzunk a sokasagrél, hogy mi csak egy részét
ismerjik. Nagyon sokan ezen a ponton valészinilileg azt gondolnak, hogy ez lehetetlen feladat
— valéban, ha mondjuk 1000 elembél csak 100-at ismeriink, akkor elvileg barmennyi lehet a
sokasag (azaz mind az 1000 elem) atlaga, akarmik is voltak a minta elemei... akkor meg mégis
hogyan tudndnk ezt megmondani?! Sehogy, nyilvan. S&t, voltaképp ha 999-et ismeriink, és
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csak 1-et nem, mar akkor is ugyanez a helyzet. Tehat, ha mintavételes helyzet van, akkor nem
tudjuk megmondani, hogy mi a sokasag atlaga.

Szerencsére ennél azért kicsivel jobb a helyzet. Az igaz, hogy biztosan nem tudjuk megmondani
a sokasig atlagdt, ez tény — de az nem igaz, hogy semmit nem tudunk réla mondani! Valamit
fogunk tudni mondani, ha ugyanis megfeleléen tortént a mintavétel, akkor mar a minta is
elarult valamit a sokasagrol. Mi az, hogy ,valamit”? Ha a mintavétel teljesen véletlenszeri
volt, akkor az épp azt jelenti, hogy a kivett elemek eloszlasa ugyanolyan, mint a ki nem vett
elemeké! Ez a tartalma annak a kifejezésnek, hogy ,valamit” tudni: nem tudjuk biztosan az
értékeiket, de az sem igaz, hogy nem tudunk semmit, mert tudjuk az eloszldsukat. Ez, tehat
az eloszlas ismerete jelenti a kozéputat a kozott, hogy nem tudunk réla semmit, meg hogy
tudjuk mennyi az értéke. Sztochasztikus ismeretekkel rendelkeziink.

Ennek van egy nagyon fontos kévetkezménye: tudunk észszerti becslést tenni. Kritikusan
fontos, hogy ebben a mondatban mit értiink az alatt, hogy ,észszerii”, igyhogy ezt azonnal
pontositom: azt, hogy bizonytalansaggal terhelt, de gy, hogy a bizonytalansag mértéke maga
is jellemezhetd! Itt alljunk meg egy kicsit és eméssziik meg jobban ezt a mondatot, mert
az egész kovetkezteto statisztikanak ez a lényege. Illusztralé példaként képzeljik el, hogy a
baratunk gondol egy valds szamot, és a feladat az, hogy eltalaljuk mit gondolt. Harom eset
lehetséges:

¢ Megmondja, hogy mi a gondolt szam. Ez a ,biztosan tudjuk” esete; statisztika alkalma-
zésara nincs sziikség.

e Nem mond semmit a vildgon a gondolt szamrdl. Ez a ,nem tudunk réla semmit” esete;
statisztika alkalmazdsira megint csak nincs szitkség (vagy inkdbb gy mondom: nincs
ra lehetéség). Eppenséggel tippelhetiink valamit — mondjuk 42 vagy —logm — de ezek
mogé nem rakhaté semmilyen észszerii okfejtés, hogy miért azt tippeltik, semelyik tipp
sem lesz ,,jobb”, mint barmelyik masik, és semelyik tippnél nem fogunk tudni semmit
mondani a tipp varhaté hibajardl.

o Elarulja, hogy a gondolt szam standard normaélis eloszlast. Ez a kovetkeztetd statisztika
esete! A fent emlegetett kozépit a ,biztosan tudjuk” és a ,nem tudunk réla semmit”
kozott, amikor sztochasztikus informaciénk van. Vegyiik észre, hogy ekkor két nagyon
fontos dolog is lehetévé valik. Az egyik, hogy immar lehet észszeriien tippelni: minden
matematikai levezetés nélkiil is érezhetd, hogy a 0 jobb tipp mint a 100 (noha elvileg
kaphatunk 100 koriili értéket is standard normélis eloszlasbél, tehat az se lenne kizart).
Mi az, hogy ,,jobb”? Ahhoz, hogy ilyet mondjunk, kell a jésadgnak valamilyen mérdszama,
itt lehet a definicié az, hogy ami a hibat minimalizalja — amely definici6 azért fog miikddni,
mert igy mar lesz informécionk a hibaréll Megfelel§ matematikai apparatussal lehet
precizen definialni, hogy mekkora a varhaté hiba ha 0-t tippeliink, és mekkora, ha 100-
at. Es ezzel elértiink a mdsik fontos dologhoz: ahhoz, hogy ez esetben, miutdn adtunk
egy tippet, annak a varhaté hibazdsit magat is meg tudjuk' mondani! Mindkét dolog

'A gondolatmenet egyszeriisitése érdekében egy dolgot szényeg ald sopdrtem: hogy a mintaba be nem keriilt
elemeknek valdjaban eloszlasat sem fogjuk biztosan ismerni, hiszen arra csak a — véges sok — mintaba bekeriilt
elem alapjan tudunk kdvetkeztetni, ami persze szintén hibaval lesz terhelt. Vagyis az eloszldsban is lesz
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nagyon fontos, dgyhogy megismétlem: immar tudunk raciondlisan tippelni és a tippiink
varhaté hibazast tudjuk jellemezni.

A fenti, meglehetdsen filozofikus felvezetés utan nézziik meg kicsit kozelebbrdl ezt a hibazast.
Vegyiik a véges sokasig esetét; ezt altaldban is ajanlom, ha valaki most kezd ismerkedni a
témaval, egész egyszeriien azért, mert jol elképzelhetd. Szé szerint is: képzeljiink magunk elé
egy urnat, mint a lottéhuzasnal, benne golydkkal. A golyékban szdamok vannak, Ugy, hogy
azokat nem latjuk — tényleg mint a lottohizasnal. Ez a sokasag! Ezutan megkeverjik jol
az urnat, és kivesziink néhdny golydt — ez a mintavétel. A kihuzott golydkat kinyitjuk, és
megnézziik mik benne a szdmok — ez a minta. A valds biostatisztikai helyzetek dltaldban nem
ilyenek (mar volt réla szd, hogy altalaban fiktiv, végtelen sokasdgunk van), de szerintem mégis
fontos és hasznos, plane els6ként, ez a példa, mert segit, hogy ezt tényleg fizikai valéjaban
magunk elé tudjuk képzelni.

Legyen mondjuk 100 golyénk az urndban, amibél 10-et htzunk ki — ekkor a 100 szdz szam
(ismeretlen) dtlaga a keresett sokaségi jellemzd, és a 10 ismert szdm a mintank.

Barmit is szamolunk ki a mintabdl, hogy becsiiljiik a 100 széz szam atlagat, az eredmény két
dologtdl fog fliggeni:

1. a 100 golyd atlagatodl, tehat az ismeretlen sokasagi jellemzotol, és
2. attél, hogy pont melyik mintat hiztuk ki, tehat éppen melyik 10 szam keriilt (a véletlen
szeszélye folytan) a keziinkbe.

Ez utébbi a fontos most szamunkra. A jobb megértés végett képzeljiik el azt, hogy nem csak
egyszer huzunk: kihizzuk a szamokat, felirjuk, csakhogy utana visszadobjuk Oket, atkeverjiik
az urnat és ujra hdzunk. Aztdn Gjra, aztén wjra, aztdn djra, ahdnyszor csak szeretnék. Ez
most itt egy kulcsfontossagi Otlet, ami még sokszor el fog jonni késébb: a valésdgban csak
egyetlen huzasunk és egyetlen mintank van, de hogy ennek a viselkedését és tulajdonsagait
jobban megértsiik, képzeletben eljatsszuk, hogy mi torténik, ha tGjra meg jra mintat vennénk!
A valésdgban ilyen nem lesz, hiszen csak egyetlen mintank van, de ezek az ismeretek segiteni
fognak abban, hogy jobban értsiik, hogy annal az egy mintdnal mire szamithatunk.

Képzeljik magunk elé ezt a helyzetet! Mit fogunk latni? Az els6 fontos megéllapitas, hogy
hidba is van lerdgzitve a sokasag (vannak mindig ugyanazok a golydk az urndban), hidba is
teljesen véletlen a mintavétel (mindig jol atkeverjiikk az urnat), mégis minden hizdsnal mas
szamokat kapunk. Néha kicsit kisebbeket, néha kicsit nagyobbakat. Mikozben a valodi atlag
mindig ugyanaz, fix, egy adott, rogzitett érték (csak mi nem tudjuk, hogy mennyi). A konklizié
ebbdl nagyon egyszeril: lehetetlen, hogy a feladatot hiba nélkiil oldjuk meg. Ak&rmit is
szamolunk ki a mintabél, az nem tudja mindig a jé értéket adni, lehetetlen, hogy akkor is a
jo értéket szolgaltassa, ha véletleniil a 10 legkisebb szamot htizzuk ki, meg akkor is, ha a 10
legnagyobbat.

bizonytalansag (ha valaki szeretné: a sztochasztikus informdcidt is csak sztochasztikusan fogjuk ismerni...),
ebbdl fakadbéan a becslésiink hibaja maga is egy becsiilt érték lesz. De igaz lesz erre is minden pozitiv
jellemzo, amit a becslésekrél mondtunk.
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Barmilyen médszert is taldlunk ki arra, hogy a mintabdél hogyan kovetkeztessiink a sokasig-
ra, teljesen biztos, hogy annak a végeredménye mintdrél-mintdra vdltozni fog, azaz fiiggeni
fog attol, hogy konkrétan ,hogyan nyultunk bele a sokasdgba”, konkrétan milyen mintat vet-
tiink. Ezt a jelenséget hivjuk mintavételi ingadozasnak. A szerencse épp az lesz, amit fent
megtargyaltunk, hogy ez a mintavételi ingadozas kovetni fog bizonyos (valdsziniiségi) torvény-
szerliségeket, igy bar a fenti miatt elkeriilhetetleniil hibazhatunk a kovetkeztetésnél, de ennek
a hibazasnak a természetérol fogunk tudni nyilatkozni.

Amit nagyon fontos megérteni, hogy az elébb emlitett ,hibazas” alatt nem arra kell gondolni,
hogy valamilyen értelemben rosszul vessziik a mintat: a legtokéletesebben véletlen mintavétel
mellett is eléfordulhat, hogy a 10 legkisebb vagy 10 legnagyobb értéket vessziik. A legtokéle-
tesebb véletlen mintavétel mellett is néha kisebb szamokat htizunk, néha nagyobbakat. Ez az,
amit az el6bb gy hivtam, hogy a ,véletlen szeszélye”; egy elkeriilhetetlen jelenség.

A mintavételi ingadozasbol fakadé hibat hivjuk mintavételi hibanak. A fenti okfejtés azt
mondja, hogy a mintavételi hiba elkeriilhetetlen ugyan, de a mértékérdl fogunk tudni nyilat-
kozni.

Egy orvosi vizsgdlatnak azonban nem csak olyan hibaja lehet, ami az — elkeriilhetetlen — min-
tavételi ingadozasbdl adddik. Minden mas hibaforrdst 6sszefoglalé néven nem-mintavételi
hibanak neveziink. Talan a legfontosabb: megfigyeléses vizsgdlatoknal a confounding. De ide
tartozik az is, ha nem véletlenszerlien valasztjuk a mintat, sok egyéb hiba mellett.

3.2. Becsléselmélet

A becsléselmélet az induktiv statisztika egyik f6 aga, feladata valamilyen sokasagi jellemz6
értékének minta alapjan torténd szamszerli meghatarozasa. A ,becslés” sz6 hasznélata azért
indokolt, mert az el6bb kifejtettekbdl adddik, hogy mintavételi helyzetben valéjaban nem tud-
juk ,meghatarozni” a jellemzé értékét (olyan értelemben, hogy ,,megmondjuk biztosan”), csak
valbszintiségi jellegii, potencidlisan hibaval terhelt kijelentések tételére van mod, azzal, hogy a
hibdzas mértékét magat is fogjuk tudni jellemezni. Ett6l valik a becsléselmélet tudoméannya.

A becstilni kivant sokasédgi jellemzot altalanossagban #-val jeloljiik, ha nem kivanjuk konkrétan
megmondani, hogy micsoda, mert altaldban beszéliink becsléselméletrol. Ez lehet a sokasiag
atlaga, szorasa, valamilyen tulajdonsaggal rendelkez6 elemeinek az aranya stb. Két pontositast,
illetve kommentart a fenti definicié altaldnossagarol tennem Kkell:

1. A becslési feladat egyik megkozelitése az, amikor a sokasdg eloszlaséra feltételeziink va-
lamit, és ezdltal a feladat ezen eloszlds — egy vagy tobb — paramétérének megbecslésére
redukalodik. Példaul feltételezziik, hogy a sokasag eloszldsa normalis, és igy a feladat két
szam (a varhaté érték és a szérds) megbecslése, hiszen ha azokat ismerjiik, akkor mar tu-
dunk mindent az eloszlasrél. Ezt hivjuk paraméteres becslésnek. Elképzelhet6 olyan
feladat is azonban, ahol nem ez a helyzet, nem arrdl van szo, hogy a sokasig eloszlas-
csaladjat feltételezziik, és a becslés paraméterre irdnyul; kérdezhetjik példaul azt, hogy
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mi maga az eloszlas, mondjuk ,becsiiljiik meg a stirtiségfiiggvényét” formaban. Ilyenkor
beszéliink nemparaméteres becslésrol.

2. A 0 jelolés arra utal, hogy egyetlen szamot kell becsiilniink, ez az egydimenzids paramé-
terbecslés. Ez a feladat példaul ha feltételezziik, hogy a sokasagi eloszlas Bernoulli és a
cél a p paraméter becslése, de az is idetartozik, ha normalis hattéreloszlast feltételeziink,
de 1gy, hogy a széras adott, ismert érték. Az is egydimenzids becslés, ha kiilon-kiilon
megbecsiiljiik a varhaté értéket és a szérast a normélis eloszldsos példa esetén, azonban
annak is van értelme, hogy ezeket egyszerre, egyidejiileg becsiuljik. Ez ugyanaz a fel-
adat, csak a becsiilend6 objektum nem egy szam (6), hanem egy vektor (0). Ezt hivjik
tobbdimenzos becslésnek.

A tovabbiakban elséként az egydimenzids paraméteres becslésekkel fogunk foglalkozni.

Maradjunk most annal a példdndl, ha a feladat a sokasdg &tlaganak/varhaté értékének? meg-
becslése. Ekkor egy teljesen természetes gondolat, hogy ezt a jellemz6t a minta atlagaval
igyekezziink megbecsiilni.

Fz a naiv ,tipp” is mutatja mar, hogy mit értiink precizen becslés alatt: egy olyan fliggvényt
(neve becsléfiiggvényt vagy egyszerlien becsld), melynek bemenetiil a minta elemeit kell
megadni, eredményként pedig kidobja a becslést az ismeretlen sokasagi jellemzére. Egy 6
sokaségi jellemz6 becslofiiggvénye tehdat egy

0(xy,Tq,...,,)

fiiggvény. (A becsiilt értéket a statisztikaban dltalaban is kalappal jeloljiik.) A fenti jelolés a
korrekt, hiszen a becslofiiggvény a mintaelemek fiiggvénye, de néha ezt 6,, formaban roviditjik,
ha pusztédn annyit kivinunk jelezni, hogy hany elem® mintabdl becsliink, vagy 0 forméban, ha
még ezt sem.

Az el6bbi példank azt jelenti, hogy ha a becsiilni kivant jellemz6 a sokasagi varhatd érték
(0 = ), akkor reményeink szerint arra j6 becslé lesz az

) Z?ﬂ L

0(xy,Tg,...,z,) = —= =T

fliggvény. Ahogy mar kordbban is volt rdla szd, ennek értéke két dologtdl fog fliggeni: a p
értékétdl (a valodi sokasagi jellemzo6tol), és attdl, hogy konkrétan milyen mintét vettiink — a
véletlen szeszélyétél; ezt hivtuk mintavételi ingadozasnak. Eddig tgy fogalmaztunk, hogy a

2Atlagrol altaldban akkor beszéliink, amikor a sokasig véges, ilyenkor tipikusan tgy képzeljitk (,,elemeivel
adott sokasig”), hogy a sokasdgot véges sok érték felsoroldsdval megadhatjuk; varhaté értéket altaldban
akkor mondjuk, ha a sokasag fiktiv, végtelen, ilyen tipikusan gy gondoljuk (,eloszldsdval adott sokasig”),
hogy azt a hattéreloszlast ismerjiik, melyet a sokasdg minden egyes eleme kovet, legegyszeriibb esetben
fiiggetlen és azonos eloszldsi médon, és ezt az eloszldst adjuk meg. Az els6 esetekben tehat felsorolunk
elemeket, a masodikban megadunk egy valdsziniiségszamitési eloszlast.

o7



mintaelemek ingadoznak, de mivel a becslofliggvényt a mintaelemekbdl szamoljuk ki, igy ter-
mészetesen a becslofiiggvénnyel becsiilt érték is mintarol-mintara ingadozni fog. Gondoljunk
a képzeletbeli Gjra-mintavételezésre: ha kihiizzuk a 10 szamot, felirjuk az dtlagukat, visszadob-
juk, megkeverjiik, ijra hizunk, Gjra atlagolunk, Gjra visszadobunk, tjra keveriink, tjra hizunk,
djra atlagolunk stb., akkor minden egyes alkalommal méas és més atlagot fogunk kapni, hidba
ugyanaz a sokasig és hidba volt teljesen véletlenszer(i minden mintavétel. (Ez természetesen
nem csak az atlagra igaz: barmi mast szdmolnank ki a mintaelemekbdl, az is ugyaniagy fog
viselkedni.) Ez a mintavételi ingadozds, immar a becsléfiiggvényre vonatkozoan.

Ha marmost a fenti eljarast sokszor megcsinaljuk, és a végén megnézziik a felirt — ingadoz6 —
mintadtlagokat, akkor azoknak lesz egy eloszlasa®. Ezt hivjuk mintavételi eloszlasnak.

Erdemes ezt egy szimuldciéval is megnézni! Vegyiink egy adott, rogzitett a sokasagbol, me-
lyet itt eloszldsdval adtunk meg (N (30, 70)), teljesen véletlenszerti médon 10 darab 30 elemii
mintat, majd mindegyiknek szamoljuk ki az atlagat:

replicate (10, mean(rnorm(30, 70, 10)))

[1] 70.82458 71.32775 71.10278 71.13333 66.69972 72.37003 70.66829 67.62002
[9] 70.24407 71.36787

Latszik, hogy — noha a sokasag allando, és igy a varhaté értéke, tehat a becsiilendo jellemzo is
allando, fixen 10 — a mintdk atlaga, tehat a sokasdg varhaté értékének mintabol becsiilt értéke
ingadozik.

Elég sok ilyen szimuldciot végezve, ez az ingadozas jol feltérképezheto, ez lesz az emlegetett
mintavételi eloszlas (3.1. dbra).

res <- replicate(100000, mean(rnorm(30, 70, 10)))
mean (res)

[1] 69.99897

hist(res, main = "", ylab = "", xlab = "Mintaatlag")
abline(v = 70, col = "red", lwd = 2)

3A valésagban ez nem igazan definicié volt, hanem inkabb egy illusztracid; erre illene egy valészintiségszamitasi
definiciét is adni. Ezt késébb meg fogom tenni.
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3.1. abra. A mintaatlag mintavételi eloszlasanak meghatirozasa szimulaciéval, normalis hat-
téreloszlas mellett.

Ilyen médon tovabbi fontos kérdések is vizsgalhatdak, példaul megnézhetjik, hogy a becsiilt
érték ingadozasa hogyan fiigg a mintanagysdgtol (3.2. abra).

res <- replicate(100000, mean(rnorm(30, 70, 10)))

plot(density(res), ylim = c(0, 0.7), main = "", ylab = "",
xlab = "Mintaatlag")

res50 <- replicate(100000, mean(rnorm(50, 70, 10)))

lines(density(res50), col = "blue")

res300 <- replicate(100000, mean(rnorm(300, 70, 10)))

lines(density(res300), col = "orange")

abline(v = 70, col = "red", lwd = 2)
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3.2. abra. A mintavételi eloszlas fiiggése a mintanagysigtol.

Az ilyen vizsgdlatok (szoktdk ezt Monte Carlo szimuldciénak is nevezni) konnyen kivitelez-
het6ek, és megfelel6 szamitasi kapacitds mellett bonyolult problémék kezelésére is alkalmas.
Hétrédnya viszont, hogy nem kapunk analitikus eredményt (tehdt a mintavételi eloszlast nem
kapjuk meg matematikai képlettel felirt figgvényként); ebben az egyszerii példdban ez sem
jelent problémat, nemsokéra vissza is fogunk ra térni.

Az elébb lényegében hasraititésszerlien valaszottuk a mintadtlagot mint a sokasagi varhatd
érték becsléfiiggvényét. (Maximum annyit mondtam, hogy ,kézenfekvs™) De miért pont a
mintadtlagot hasznaljuk becslofiiggvényként? Elvégre nagyon sok mas valasztassal is élhet-
nénk...!

A helyzet nagyon egyszerii: a legjobb becslofiiggvényt kell valasztani. Igen am, de mit értiink
az alatt, hogy egy becslofiiggvény ,,j6”...7 A gyakorlatban a kévetkezd tulajdonsdgok kiilonosen
fontosak:

1. Elfogadjuk, hogy a becsléfliggvény altal szolgaltatott becslés mintardél-mintara ingadozik
(mést nem is tehetiink...), de legaldbb az teljesiiljon, hogy a becslés a jé érték koril in-
gadozik. Ez volt a konyhanyelvi megfogalmazds, a preciz az, hogy dtlagosan j6 legyen
a becsiilt érték: egy becslofiiggvényt torzitatlannak mondunk, ha a mintavételi elosz-
lasdnak a varhaté értéke a valddi (sokasdgi) jellemz6. Formédlisan: a 6 becslofiiggvény
torzitatlan, ha EO = 6 minden 6-ra. (A ,minden #-ra” kitétel fontos: a 6 = 123 varhat6
értéke priman a valédi érték, ha véletlentil 6 = 123, de azonnal elromlik, ha 6 barmi
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mas. Lathato tehat, hogy a definicionak csak akkor van értelme, ha megkoveteljiik, hogy
miikodjon barmi legyen is a 0 értéke.) Egy becsléfiiggvény torzitasanak, jele Bs (9) ne-
vezziik a mintavételi eloszldsanak varhaté értéke és a valodi érték kozotti kiilonbséget:
Bs (9) = E0 — 0. (A torzitatlan becslé tehat az, aminek a torzitdsa nulla.) A fenti
szimulaciok azt sugalljdk, hogy az elobbi példaban a mintaatlag torzitatlan becsldje a
sokasagi varhat6 értéknek (ezt persze még bizonyitani kellene matematikailag is, hiszen
egy ilyen szimuldci6 soha nem tud szé szerint bizonyitani).

2. Egy becsl§ aszimptotikusan torzitatlan, ha a torzitdsa 0-ba tart, midén a minta-
nagysag tart a végtelenbe: lim, .. Bs (Hn) = 0. (Itt kitettem egy m als6 indexet a
becsléhoz, hogy jelezzem: az értéke fligg a mintanagysiagtol.) Kovetkezésképp minden
torzitatlan becslé egytuttal aszimptotikusan is torzitatlan, de lehet olyan becslé — és van
is —ami véges mintan torzitott ugyan, de a torzitasa nullaba tart; ez lesz aszimptotikusan
torzitatlan.

3. A torzitatlan becslék a j6 érték koriil ingadoznak (most konyhanyelvileg szélva), ilyenkor
a kovetkezo logikus elvarasunk, hogy ez az ingadozas minél kisebb legyen. E tulajdonsag
neve: hatasossag. A hatdsossidgot a mintavételi eloszlas szérasaval (roviden mintavételi
szorassal) mérhetjiik: két torzitatlan becsléfiiggvény koziil azt mondjuk hatdsosabbnak,
amelyiknek kisebb a mintavételi szérasa. Ha egyszeriien hatasosnak neveziink egy becs-
16fiiggvényt, az alatt pedig azt értjik, hogy torzitatlan, és a torzitatlan becslok korében
minimalis szérdst?. A mintavételi szérasra mintdbél adott becslést standard hibanak
szokés nevezni.

4. Végezetiil, kissé leegyszertisitve fogalmazva, egy becsléfiiggvényt konzisztensnek mon-
dunk, ha a mintanagysig novekedtével nulldba tart a mintavételi szérasa (a mintavételi
eloszlas Osszemegy egy tiiskévé) és az a tiiske j6 helyen van. Tehat: a becslofliggvény
(legalabb aszimptotikusan) torzitatlan és nulldba tart a mintavételi szérdsa; ami lénye-
gében azt jelenti, hogy a becsléfiiggvény tart® a valédi értékhez. Ne keverjiik ezt dssze a
torzitatlansaggal, vagy aszimptotikus torzitatlansiggal: az csak annyit kovetel meg, hogy
a varhato értéke tartson a valddi értékhez; a konzisztencia azt mondja, hogy az eloszlas
egésze tartson hozza (tehdt kikoti a nulldba tarté szérast is). Erdemes végiggondolni:
milyen lehet az a becsld, ami torzitatlan, de mégsem konzisztens...?

A torzitatlansag és a hatasossag véges mintds tulajdonsagok: csak akkor allnak fenn, ha min-
den n-re fennéllnak. (Hiszen a definicié nem mondott semmit n-rél, tehat csak akkor miikodik,

4Gondoljuk végig, hogy miért kételezd kikdtni, hogy csak torzitatlan becslék kérében gondolkozunk! Miért val-
na értelmetlenné a mintavételi szérds minimalizaldsa, ha nem kotnénk ki, hogy a becsléfiiggvény torzitatlan
legyen...?

5Ttt egy elég nagyon egyszeriisitettem, de a konzisztencia valédi definiciéja ez: hogy a becsléfiiggvény, mint
valészintiségi valtozd, konvergdl a valédi értékhez. Azért egyszeriisitettem, hogy ne kelljen behozni a valé-
szintiségi valtozdk konvergencidjanak kérdéskorét; de ha valaki ebben jartas, akkor elég annyit tudnia, hogy
egy becslofiiggvényt adott értelemben — erdsen, gyengén, négyzetes kozépben — konzisztens, ha abban az
értelemben tart a valédi értékhez, midén n — oco. Az én definiciém igazdbdl a négyzetes kozépben — és
igy gyengén — konzisztens becslé definicidja, azt persze kiilon tételként kellene bizonyitani, hogy ha egy
becslé aszimptotikusan torzitatlan és nulldba tart a mintavételi szérasa, akkor valéban négyzetes kézépben
konzisztens.
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ha minden n-re igaz.) Az aszimptotikus torzitatlansag és a konzisztencia aszimptotikus tulaj-
donsagok, hiszen lim,,_, -re kovetelnek meg valamit. A statisztikai zsargon az el6bbit néha
kismintas, az utobbit néha nagymintas tulajdonsagnak nevezi. (Ertheté, hogy honnan jonnek
az elnevezések, de azért kiilontsen az eldbbi nem tokéletesen szerencsés: a kismintas természe-
tesen nem azt jelenti, hogy kis mintdra miikodik, hanem azt, hogy kis mintéra is miikodik.)

Azzal a kérdéssel, hogy hogyan lehet egy becslofiiggvényt ,kitaldlni” (tehdt, ha megadnak egy
paramétert, akkor mutatni egy ra vonatkozo, és persze lehetoleg minél jobb statisztikai tulaj-
donsdgokkal biré becsléfiiggvényt) nem foglalkozunk részletesebben, csak megemlitem, hogy
erre vonatkozdan jol bejaratott modszerek, un. becslési elvek léteznek. (A legnevezetesebb
koziilik a maximum likelihood-elv, tovabba a plug-in becslés, a legkisebb négyzetek elve, a
momentumok maédszere és a Bayes-becslés.)

Nézziink minderre egy példat! Tekintsiink egy (eloszldsaval adott) sokasdgot, mely X ~
N (u,02) eloszlast kovet. (Tehdt tetszOleges szdmi mintat vehetiink beldle; minden egyes
ilyen mintaelem egy ilyen eloszlasbodl szarmazo, egymastol fiiggetlen szam lesz.) A 0 index a
o2-ben arra utal, hogy ez nem becsiilend§ jellemz8, az értékét ismertnek vessziik. Azt &llitom
(és ezt hamarosan szabatosabban is be fogjuk bizonyitani), hogy ekkor a beléle vett n elemi
minték atlaga, azaz a p sokasagi varhat6 érték (mint sokasigi jellemz6) fenti becsléfiiggvénye
T ~ N (u,08/n) eloszlast fog kovetni. (Tehat most feltételeztiik, hogy azt a priori tudjuk,
hogy normalis eloszldsi a sokasdg, s6t, mivel o,-t is ismertnek vettiik, azaz csak a p a kérdés.)
Jegyezzilkk meg, hogy a sokasagi jellemz06, amit becsiilni szeretnénk, itt a p maga; az tehat
nem kévet semmilyen eloszlast, egy — konstans — szam! Csak mi nem ismerjik. A kovetkezok-
ben ezt az allitast fogjuk matematikai tton, valdszintiségszamitasi eszkozokkel bebizonyitani,
mégpedig a legegyszerlibb esetre, a fent vazolt fliggetlen és azonos eloszlasi mintavételre.

Legyen az n elemt mintdnk X, X,,..., X, ~ N (u,0?) fiiggetleniil (mivel a mintavétel azo-
nos eloszlasu is, igy mindegyik ugyanolyan eloszlast kovet, ezért volt azt elég egyszer leirni).
Figyeljiik meg, hogy itt nagy betiiket irtam: ezek nem konkrét (realizalédott) értékek, hanem
maguk is val6sziniiségi valtozok. (Most ugyanis statisztikai analizisét adjuk a helyzetnek: ugy
képzeljiik, hogy még nem vettiink mintat, hanem épp ellenkezéleg, azt vizsgaljuk, hogy ,,mi
minden toérténhet” amikor majd mintat vesziink.) Ezzel a becsléfiiggvényitink:

2?21 Xz
771 .

X =

Valészintiségszamitasbol tudjuk, hogy

1. Normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok Osszege normalis (szépen megfogalmazva: a
normalis eloszlascsaldd zart a konvolticidra).

2. A véarhaté érték linedris, igy egy Osszeg varhato értéke a varhato értékek Osszege.

3. Harédadésul korreldlatlan (de csak ez esetben!), akkor a szérdsnégyzetek — nem a szérasok!
— is Gsszeadddnak.
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Ebbdl a hdrombdl mar kovetkezik, hogy

ZXi ~ N (np,nod) .

i=1

Szintén valészintiségszamitasbol tudjuk, hogy E (aX) = a-EX és D? (aX) = a? - D2X, ezekbdl
pedig mar kovetkezik, hogy

S,
St % (03 /),

X =

ahogy azt eredetileg allitottam is.

Ezzel igazoltuk, hogy ilyen kérilmények mellett a mintaatlag torzitatlan becsldje a sokasagi
atlagnak, sét, kiszdmoltuk a mintavételi szordsat is. (Be lehetne latni kicsit komolyabb ma-
tematikai statisztikai eszkozokkel, hogy ez rdadéasul e koriilmények kozott hatasos becslo is,
tehat ennél kisebb mintavételi szords el sem érhet6 a torzitatlan becsld segitségével.)

Ez tehat azt jelenti, hogy a 2944.5873016 gramm nem csak a sziiletési tomegek dtlaga (amint a
deskriptiv statisztikai résznél szerepel), hanem egyuttal a ,vizsgilat bevilogatasi feltételeinek
megfeleld jsziilottek” (fiktiv, végtelen!) sokasdginak varhaté értékének becsléje is! Nem csak
azt mondhatjuk, hogy 2944.5873016 gramm a mintadtlag (biztosan), hanem azt is, hogy ez
a legjobb tipplnk arra, hogy mennyi a sokasag varhaté értéke. Vegyiik észre, hogy minket
valéjaban ez utébbi érdekel! Tehat bar a szdamérték itt pont ugyanaz lett (ez nincs mindig
igy!), az igazdn érdekes eredmény az utébbi megfogalmazas (hiszen minket nem konkrétan ez
a 189 ujszilott érdekel, hanem dltaldban az ilyen tjsziilottek jellemz&inek viselkedése).

Mind ez idaig azonban csak olyan becslofiiggvényekrdl beszéltiink, melyek egyetlen értéket,
»a” legjobb becslést adjak vissza eredményként. Az ilyen becslést hivjuk pontbecslésnek.
(Hiszen az eredménye egyetlen pont a szdmegyenesen.) Ez azonban még nem teljesiti a kitizott
céljainkat: eredetileg azt mondtam, sét, ez volt a plane, hogy a becslés bizonytalansagat magat
is tudjuk jellemezni — csakhogy a pontbecslést ezt a célt nem valdsitja meg!

A megoldds nyomai azért méar az eddigiekben is felbukkantak: a fenti levezetésbél kiderilt,
hogy az 4tlag ingadozdsinak a mértéke o2 /n. Ez mér feltétleniil informécié, csak az is fontos
lenne, hogy ezt jol megragadhaté forméaban adjuk meg.

Azt a becslési modszert, ami ezt a célt igyekszik megvaldsitani, megragadva és megjelenitve a
becslésben 1évé bizonytalansagot is, intervallumbecslésnek nevezziik. Az intervallumbecs-
1és kozponti eszkoze az konfidenciaintervallum (CI): ez egy olyan intervallum, melyre igaz,
hogy a hogy ha sokszor megismételnék a mintavételt, és mindegyik mintabdél megszerkeszte-
nénk a CI-t, akkor ezen CI-k varhatéan adott, nagy hanyada (példdul 95%-a) tartalmazna az
igazi (sokasédgi) értéket. Ez esetben ezt az intervallumot 95% megbizhatésag melletti konfiden-
ciaintervallumnak nevezziik. A 95%, mint paraméter neve megbizhatésagi szint, dltalaban
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1 — a-nak nevezziik (tehat o = 0,05 mellett beszélink 95%-0s megbizhatdsigrol). Elsé rané-
zésre kicsit furcsa lehet ez a jeldlés, de majd a hipotézisvizsgalatnal is 1latni fogjuk, hogy a-val
valamilyen hibdzas jellegli mennyiséget szeretnénk jelolni, nem josagot.

Az induktiv statisztikdban tehdt elfogadjuk (kénytelenek vagyunk elfogadni), hogy a becslésiink
eredménye mintarol mintara valtozik, és igy nem tudhatjuk biztosan, hogy adott mintdbol szé-
molt becslés hogyan viszonyul a valodi (sokasagi) értékhez — a konfidenciaintervallum azonban
épp azt probalja megragadni, hogy — adott minta alapjan! — mire tippelhetiink, ,vélhetéen”
hol lehet a val6di sokasagi érték (adott, nagy megbizhatésdggal). Ez természetesen mar nem
egyetlen szam, hanem egy tél-ig intervallum lesz a jellemzére vonatkozéan. Hogy mit jelent
a ,,vélhetoen” és a ,,megbizhatésag”, az pontositasra szorul, erre targyalasunk legvégén fogok
visszatérni.

Adott megbizhatésagi szint mellett minél sziikebb a CI, anndl kisebb a bizonytalansidg a becs-
lésiinkben. Természetesen adott becslés mellett a CI szélességét a megbizhatésagi szint fogja
meghatarozni: kis megbizhatésag mellett sziik intervallumot is mondhatunk, de ha nagy meg-
bizhatésagra van sziikségiink, akkor csak széles limiteket tudunk szabni. Itt tehdt kompro-
misszumot kell kétniink: az se jo, ha nagy biztonsaggal tudjuk, hogy nem igazan tudjuk, hogy
hol van az igazi érték, és az se, ha nagyon kis biztonsaggal tudjuk, hogy igen pontosan hol
van... A 95% egy tipikus, gyakorlatban igen sokszor hasznalt kompromisszum ez iigyben.

Nézziink erre is egy szamszeri példat! Folytatva el6z6 példankat, tudjuk, hogy
X ~ N (u,02/n). Ebbdl kovetkezik, hogy

X —p
oo/ VN

~ N (0,1),

azaz

—zﬂz:z——z:z——z: z) —
IP( <00/\/ﬁ<) D(2)—P(—2)=P(2)—[1—P(2)] =2 (2) — 1.

Ha ezt a valdszinliséget (1 — a)-nak vélasztjuk (a megbizhatdsdgi szint fenti értelme miatt),
akkor kapjuk, hogy ® (2) =1— 5 azaz z = ® ! (1 — ). Erre a mennyiségre bevezetve a z;_o
2

jelolést, rjgtén la4that6, hogy a [,u — 29 %,,u +2_g L\/%] tartoméanyba 1 — o valdszinfiség-
gel esik X. Ezt nevezhetnénk ,deduktiv statisztikdnak”, hiszen itt a sokasagot tekintettiik
ismertnek, és ez alapjan kovetkeztettiink a minta viselkedésére.

Atrendezve Hkapjuk” a minket érdekld az induktiv statisztikat:
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Ekkor a konfidenciaintervallum immar egy konkrét mintara a fenti alapjan:

= 90 %4 %0
T—2_a—= T+ 2 _a—=
1-35 ) 175\/5

Vn
Tipikusan a = 0,05, amint mondtuk, ekkor 1 — o = 95%-0s konfidenciaintervallumrol beszé-
liink.

Nagyon fontos megfigyelni, hogy csak mintavétel elétt vannak valdsziniiségi valtozok (,nagy
betlik”), utdna mar nem (,kis betiik”) — ezért hasznaltuk a megbizhatdsig szét a valdsziniliség
helyett. Mintavétel utdn ugyanis mar nem tehetiink olyan kijelentést, hogy a megkonstrualt
CI 95%-o0s ,valészinliséggel” tartalmazza a valodi, sokasagi paramétert, hiszen ha mar egy
realizalédott minta van a keziinkben, akkor elvileg akarhol lehet a valédi érték, errél semmi
kozelebbit nem tudunk mondani. Valdsziniiséget csak a (sziikségképp képzeletbeli) ,ismételt
mintavételi” értelemben tudunk behozni a feladatba, ezért hasznaljuk megkiillénboztetésiil a
megbizhatésig szét. Igy kell érteni, hogy a konfidenciaintervallum jellemzi, hogy ,hol lehet” a
valédi (sokasdgi) paraméter.

A sziiletési tomegek 95%-os konfidenciaintervalluma [2840,0-3049,2] gramm. (Megjegyezziik,
hogy ez a fentitol kissé eltéré modszerrel késziilt, ami tekintettel van arra is, hogy itt most —
szemben a fenti példaval — nem ismerjiik a priori a sokasag szérasat.) Ez azt jelenti, hogy a
legjobb tippiink a sziiletési tomeg sokasagi varhatd értékére a 2944.5873016 gramm, de azt is
tudjuk ezen feliil mondani, hogy bar ez csak bizonytalan tipp (hiszen a becsiilt érték mintérdl-
mintara ingadozik), de 95%-os megbizhatdsdggal azért kijelenthet, hogy nem kisebb a ke-
resett, ismeretlen sokasagi varhaté érték mint 2840,0 gramm és nem nagyobb mint 3049,2
gramm. (Amit Ggy értiink, hogy azt becstiljiik, hogy ha a sokasdgbdl 100 mintat vennénk, és
mindegyikbdl ugyanigy megkonstrudlnank a konfidenciaintervallumokat, akkor varhatéan 95
esetben tartalmaznd a CI a valddi, sokasagi értéket.) Erdemes megfigyelni, hogy a konfidencia-
intervallum két végpontja szimmetrikus a pontbecslésre; ez a varhaté érték becslésére jellemzo,
de méas paramétereknél nem feltétleniil van igy.

Itt is hasznos mindezeket egy szimulaciéval szemléltetni (3.3. dbra).

SimData <- data.frame(
idx = 1:100,
CI = t(replicate(
100, TeachingDemos::z.test(rnorm(30, 70, 10),
stdev = 10)$conf.int)))

ggplot(SimData, aes(xmin = CI.1, xmax = CI.2, y = idx)) +

geom_linerange() +
geom_vline(xintercept = 70, color = "red") + labs(y = "")
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3.3. dbra. Konfidenciaintervallumok szemléltetése szimuldciéval.

3.3. Hipotézisvizsgalat

Az induktiv statisztika masik nagy aga a hipotézisvizsgalat. A hipotézisvizsgdlat nagyon
sok szempontbodl a becsléselmélet, ezen beliil is az intervallumbecslés elméletének ikertestvére
(ami ekvivalens, csak atfogalmazottan felirt egyenletekre vezet), mégis, sajat széhasznélata,
fogalomkore, és hatalmas gyakorlati jelentésége indokolja, hogy kiilon targyaljuk.

Amig a becsléselmélettol azt vartuk, hogy nyilatkozzon egy szamunkra ismeretlen jellemzorél,
addig a hipotézisvizsgédlat esetében van elézetes elképzelésiink a jellemzé értékérsl (példaul,
hogy egy adott szdmmal egyenlé) — csak épp nem tudjuk, hogy ez igaz-e. Ha az elézetes fel-
tevésiink mintara vonatkozna, akkor nem is volna semmi probléma: kiszamitjuk a jellemzot
a mintabol, és megnézziik, hogy teljesiilt-e a feltevésiink. Mivel azonban a feltevés a sokasag-
ra vonatkozik, igy megint csak visszatériink oda, hogy errdl biztos déntést hozni lehetetlen
minta alapjan — de valdszinliségit lehet. Nem tudjuk megmondani, hogy a sokasag atlagos
testtomege 70 kg-e, ha a mintabeli 4tlag 65 kg.. de meg fogjuk tudni mondani (egyéb minta-
adatok felhasznélésdval), hogy mennyire hihetd, hogy 70 kg a sokasigi atlag. Erre szolgal a
hipotézisvizsgalat. Mar most fontos megjegyezni, hog a hipotézisvizsgalat logikaja bizonyos
szempontbdl forditott: az elobbi kérdés ellentétére keresi a valaszt, arra, hogy ha 70 kg lenne a
sokaséagi atlag, akkor mennyire lenne valészint, hogy ettdl olyannyira eltéré eredményt kapunk,
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mint a 65 (vagy annél is kisebb). Ha nagyon, akkor azt mondjuk, hogy ,minden bizonnyal”
nem 70 kg volt az atlag.

A problémét az adja, hogy — maradva a fenti példdanal — nem tudhatjuk, hogy mi okozta ezt
az 5 kg kiilonbséget. Valéjaban tényleg 70 kg a sokasig atlaga, csak a mintavételi ingadozas
jatéka miatt pont olyan mintat fogtunk ki, amiben picit kisebb volt az atlag, vagy ez az 5 kg
kiilénbség olyan nagy, ami tilmutat a mintavételi ingadozason, és azt kell feltételezniink, hogy
a hétterében sokasigi hatas (is) van (tehat, hogy a sokasigi atlag kisebb mint 70 kg)...7

Amint a fentiekbdl is kideriilt, a hipotézisvizsgalat mindig a sokasagra megfogalmazott Alli-
tasbdl indul ki. Valéjaban nem is egy, hanem rogton két allitast haszndl a hipotézisvizsgalat;
neviikk nullhipotézis (H,,) és ellenhipotézis (H;) melyek jellemz&en egymds komplementerei.
(Azaz egymast kizarjak, de a kett6bdl valamelyik biztosan fennéll.) A fenti példat igy irhat-
nank:

Hy = p=pg
Hy s #

ugy, hogy 110=70 kg.

Amit fontos észben tartani, hogy hipotézisvizsgédlatnal az erdés dontés mindig az elutasitas tud
lenni, ezért a legtobb préba gy van megszerkesztve, hogy a szakmailag ,izgalmas” allitas, a
tudoméanyos névum (hatésos a gydgyszer, van eltérés a laboreredményben stb.) az ellenhipo-
tézisbe keriiljon. Pontosan emiatt az elutasitas esetén nagyon gyakran — szinonimaként — azt
mondjuk, hogy a ,,préba szignifikans”.

A hipotézisvizsgalat kozponti eszkoze a préobafiiggvény (vagy mas széval tesztstatisztika).
Az egész eszkozt egylitt tesztnek vagy prébanak nevezziik. A prébafiiggvény a mintaelemek
fiiggvénye, ilyen médon a prébafiiggvénynek is eloszldsa lesz. Es itt jon a kulcs: a préba-
fiiggvényt tgy vdlasztjuk meg, hogy H fennélldsa esetén valamilyen pontosan ismert eloszlast
kovessen; ezt szokas nulleloszldsnak is nevezni. Természetesen a probafiiggvény konkrét ér-
téke fiiggeni fog a mintaclemektdl, de az eloszldsa nem fligghet ett6l (sem mads, ismeretlen
paramétertél, ha volna ilyen).

Hogy megértsiik, hogy ez miért lesz alkalmas a hipotézisparrél torténd (valdszintiségi) dontés-
hozatalra, nézziink egy konkrét példat. Folytatva az el6z0 példat, tegyiik fel, hogy sokasagunk
eloszldsa normalis, ismert szérassal. Amint mar megbeszéltiik, ekkor X =~ N (p od /n). Ez
tehat a mintaelemek fiiggvénye, és elvileg prébafiiggvénynek is nevezheto, mert ha érvényesit-
jilk rajta Hy-t (azaz Hy-t igaznak fogadjuk el), akkor azt kapjuk, hogy X =~ N (ug,02/n),
ami valéban mar nem fiigg ismeretlen paramétertol. Ezzel, és a technikailag szintén megfeleld
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X — pg ~ N (0,02 /n)-nel is az a gyakorlati baj azonban, hogy nagyon nehézkes lenne a hasz-
nalatuk, hiszen bar a nulleloszlas ismert, de minden py-ra, oy-ra és n-re mas és mas — azaz
ezektdl fiiggben minden egyes hipotézisvizsgalathoz el kéne keresni az adott eloszlast.

X—pg
o/\/n
ban Z)! Ez mar minden szempontbdl tokéletes lesz, hiszen nulleloszlasa N (0, 1), azaz minden
paramétertdl fiiggetleniil ugyanaz; egyetlen eloszlassal elvégezhetd az Gsszes ilyen tipusi hipo-
tézisvizsgalat e koriillmények kozott.

A X — iy azonban mar mutatja az utat: prébalkozzunk a probafiiggvénnyel (jele altala-

Foglaljuk 6ssze hol tartunk! Konstrudltunk egy olyan fiiggvényét a mintaelemeknek, melynek
ismerjik az eloszlasat ha fennall a nullhipotézis. Ki tudjuk azt is szamolni, hogy mennyi en-
nek a prébafiiggvénynek az értéke a konkrét (realizalédott) mintdnkbol; ezt szokds empirikus
értéknek (z,y,) is nevezni. Innentdl gy okoskodhatunk: biztos déntést lehetetlen hozni (ez
az elébbi példan nagyon jol latszik: a NV (0, 1) nulleloszlas tartéja az egész szamegyenes, tehat
még ha fenn is all a nullhipotézis, elvileg akdrmilyen szam realizalodhat bel6le, az elvileg barmi-
lyen szdm lehet a mintdbol kiszdmitott prébafiiggvény értéke, azaz z,y,,), de mégis, mennyire
hihetd, hogy a szaggatott vonallal jelolt érték a folytonosan behiizott eloszlasbdl realizaldédott
a kovetkez6 esetekben (3.4. dbra).

N <
o o
NI NI :
o : o \
o _ | o _ |
© T T T 1 © T T T 1
-4 0 2 4 -4 0 2 4
V4 V4

3.4. dbra. A hipotézisvizsgalat alapgondolatanak szemléltetése.
Bar elvileg mindkettd el6fordulhat, de a bal oldalit hajlamosak vagyunk elhinni, a jobb oldalinal

viszont épp ellenkezéleg, hajlunk arra, hogy azt gondoljuk, hogy az empirikus érték valéjaban
mas eloszlasbdl realizalodott. Noha elvileg a bal oldali is johet mas eloszlasbdl, és a jobb
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oldali is ebbdl — ezért a bizonytalan megfogalmazasok, mutatva, hogy ezek csak valdszintiségi
allitasok.

Precizebben megfogalmazva: az kicsi valszintiségii esemény (N (0,1) eloszlas esetén), hogy
4+3-on kiviill szamot kapjunk. Ha mégis ilyen érték jon ki, akkor joggal kérddjelezziik meg,
hogy a prébafiiggvény ilyen eloszlast kovetett — marpedig, ha fennall a nullhipotézis, akkor
ilyen eloszlast kellett kbvetnie, igy mas széval mi most arra kévetkeztettiink, hogy nem &ll fenn
a nullhipotézis!

FEz persze bizonytalan dontés, és itt jol latszik ennek az oka: nagyon is kijohet +3-on kiviil
szam még akkor is, ha fenndll a nullhipotézis, so6t, ennek a valdszinlisége akar szamszeriien is
meghatérozhaté (® (—3) + [1 — @ (3)] ami kb. 0,27%). Ha a +3-on kiviili tartomdnyra mond-
juk az, hogy ide es6 empirikus tesztstatisztika esetén ,mar nem hissziik el”, hogy fennallt a
nullhipotézis, akkor pontosan (és elére megmondhatd, altalunk tudott médon) 0,27% valdszi-
niiséggel fogunk hibds dontést hozni: ekkora a valdsziniisége ugyanis, hogy fenndallé H,, esetén
is ilyen extrém tesztstatisztika j6jjon ki.

Ha ez szamunkra tul nagy, akkor megtehetjiik, hogy mondjuk csak a 4+4-en kiviili értékeket
tekintjiik ,,gyanisnak” — csakhogy ekkor a valddi kiilonbségek felderitését is megnehezitjiik.

Az tehat egy kompromisszum eredménye, hogy ,hol hiizzuk meg a hatart”. A gyakorlatban
ezt gy hajtjuk végre, hogy az eloszlas legextrémebb, tehat a nullhipotézis fennallasa esetén
vart értéktdl legtdvolabb es6 részein (a mostani példdnkban: mindkét szélén szimmetrikusan)
kijeloliink egy olyan tartoményt, melynek egy adott, kicsi érték (jele ) a valészintisége®. M4s
szoval azt mondjuk, hogy ebbe az intervallumba elvileg ugyan eshet egy realizalodott érték
akkor is, ha a nulleloszlas fenndll, de ennek olyan kicsi a valdsziniisége, hogy ezt mar nem
tartjuk hihetének (hivatkozva arra, hogy ez a tartomany fekszik a legtdvolabb nullhipotézis
fennalldsa esetén vart értéktol). Tokéletesen latszik azonban, hogy csak bizonytalan dontést
tudunk hozni: ez a kijelentésiink automatikusan az esetleges hibazas elfogaddsat jelenti — na-
gyon is tudjuk, hogy ebbe a tartomanyba eshet a realizalédott érték a nulleloszlas fennallasa
esetén is, mi mégis azt mondjuk, hogy ekkor mar nem hissziik el a nullhipotézist. Mivel a
normalis eloszlas tartéja az egész szamegyenes, igy egyértelmii, hogy ennél jobbat nem tudunk
tenni, valahol korlatot kell hiiznunk.

Ilyen moédon kijeloltiik, hogy milyen empirikus tesztstatisztika-értékek esetén fogadjuk el a
nullhipotézist (elfogadasi tartomany), és milyenek esetén nem (elutasitasi (vagy kriti-
kus) tartomény). Lathatd, hogy a tartoményok helyét az o valdsziniiség szabja meg, ennek
a valdsziniiségnek a neve: szignifikanciaszint.

Ebben a feladatban a tdl magas és a tul alacsony tesztstatisztika érték is ugyanigy az elvetés
irdnyaba mutat’, igy az elfogadési tartomanyt valéban a nulldra szimmetrikusan jeloljiik ki.

5Egy tartomany valészinfisége alatt most azt értjiik, hogy adott eloszlds mellett mekkora annak a valészinfisége,
hogy az eloszlasbdl realizdlédott érték a tartoményba esik, azaz mennyi a siirliségfiiggvény integralja a
tartomdny felett.

"Ez nem sziikségszer(i, a hipotézispar fiiggvényében léteznek tn. egyoldali prébak is, de ezzel most nem
foglalkozunk.
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Ha példaul azt mondjuk, hogy a szignifikanciaszint 5%, azaz a legextrémebb 5%-nyi teriileten
utasitsunk el, akkor azt gy tehetjiilk meg, hogy a nulleloszlas als6 és a fels6 szélén is 2,5-
2,5%-nyi valészintiséget vagunk le. Ezeket a ,szétvdgdsi pontokat”, melyek az elutasitasi és
az elfogadasi tartomanyokat hataroljak, kritikus értékeknek szokas nevezni. Mivel a nullel-
oszlas ismert, igy ezek konnyen szdmszeriisithetéek is mint a 0,025-6s és a 0,975-6s kvantilisei
az eloszlasnak; példaul o = 5%-ra a két kritikus érték a ¢, = —1,96 alsé kritikus érték és a
cp = +1,96 felsd kritikus érték.

Mindezeket Osszefoglaléan szemlélteti a 3.5. dbra, o = 5 és a = 1%-os szignifikanciaszintek-
re.

a=5% a=1%
< <
o | o |
(90 (90
o | o |
“— N “— N
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3.5. abra. A hipotézisvizsgalat dontésének szemléltetése két szignifikanciaszint mellett.

Amint arra mar utaltunk is, « bedllitdsaval a hipotézisvizsgalatban elkovethetd kétféle hiba
kozott egyensilyozunk. Az egyik tévedési lehetdség, hogy fenndll a nullhipotézis, mi mégis
elvetiink (ennek neve els6faji hiba; a valdsziniisége felett nagyon is erés kontrollunk van,
hiszen az épp «); a mésik hibazasi lehet6ség, hogy elvethetnénk a nullhipotézis, mi mégis el-
fogadunk (ennek neve masodfaja hiba, a valdsziniiségét (§-val szokas jelolni; § értékét nem
tudjuk jél kézben tartani, hiszen attol is fiigg, hogy konkrétan milyen ellenhipotézis all fenn,
amit dltaldban mi sem tudhatunk). Ha a-t noveljiik (,beljebb hizzuk” a kritikus értékeket,
noveljiikk az elutasitasi, csokkentjitk az elfogadasi tartomany méretét), akkor megemeljik a
téves elutasitds, és lecsokkentjiik a téves elfogadas valésziniiségét, ha a-t csokkentjiik (,,kijjebb
toljuk” a kritikus értékeket, noveljiikk az elfogadasi, csokkentjiik az elutasitasi tartomany mé-
retét), akkor megemeljiik a téves elfogadds, és lecsokkentjiik a téves elutasitas valdszinliségét.
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Az o = 5% egy tipikus kompromisszum a kétféle hibazéds kozott. Kiegészitésként megjegyzem,
hogy (1 — 8)-t a proba erejének szokés nevezni (hiszen azt mutatja meg, hogy ha a valésdgban
nem &ll fenn a nullhipotézis, akkor azt mekkora valdszintiséggel fogjuk detektalni).

A fentiekbdl is érezhetd, hogy egy préba eredményének olyan formaban tortén6é megadésa, hogy
»b%-on szignifikdns” nem a legszerencsésebb, hiszen rogton adodik a kérdés: vajon 1%-on is
szignifikdns lett volna? Es 0,1%-on? Nem mindegy, hiszen egy olyan eredmény, mely 5%-on
szignifikdns, de 4%-on nem, sokkal nagyobb bizonytalansidgt, mint egy olyan, ami 0,1%-on
is szignifikdns. Megoldas lehetne a tesztstatisztika konkrét értékének megadésa, ez azonban
gyakorlati szempontbdl nehézkes, hiszen igy minden esetben meg kéne nézni, hogy mi a null-
eloszlas (hiszen a tesztstatisztika empirikus értékét muszaj ahhoz viszonyitani). Eppen ezért
a mai gyakorlatban inkabb azt adjik meg, hogy melyik lenne az a szignifikanciaszint, ami
mellett a tesztstatisztika empirikus értéke épp az elutasitas és az elfogadas hatara keriilne. En-
nek neve: p-érték (vagy empirikus szignifikanciaszint). Példaul, gondoljuk azt, hogy prébank
5%-on elutasit. Ekkor elkezdjiik az a-t csokkenteni (ezzel kijjebb htzzuk a kritikus értékeket,
bévitjik az elfogaddsi, szilikitjikk az elutasitdsi tartomény). Elérjiik a 4%-ot, az empirikus
tesztstatisztikank még mindig az elutasitdsi tartomanyban van, tovabb csokkentjiik az a-t, és
igy tovdabb... mig nem egyszer csak azt vessziik észre, hogy mondjuk 2,31%-on még elutasit a
teszt, de 2,29%-on mar nem. Ekkor azt mondjuk, hogy a teszt p-értéke 2,3%.

A p-érték tehdt nem mds, mint a szignifikanciaszint akkor, ha a megfelel6 (alsé vagy felsé)
kritikus értéket a tesztstatisztika empirikus értékének helyére helyezziik at. Ebbdl az is ko-
vetkezik, hogy a p-érték szamszeriien a nulleloszlas integralja az empirikus tesztstatisztikatol
extrémebb irdnyba (illetve ennek kétszerese), ugyantgy, ahogy az « is — definici6 szerint — a
nulleloszlas integralja a kritikus értékekt6l extrémebb irdnyokba (és itt, ahogy megbeszéltiik,
a kritikus érték szerepét az empirikus tesztstatisztika jatssza). Ennek meghatarozasa tehat
manapsag mar szamitastechnikai szempontbdl is problémamentes.

Vilagos, hogy p-érték az elvetésben valé bizonyossagunkat fejezi ki. Ez az eredménykozlés
azért rendkiviil praktikus, mert — szemben az eléz6ekkel — az olvaséd ,elvégezheti maganak” a
hipotézisvizsgalatot, és barmilyen szignifikanciaszinten dontést hozhat. A p-értéknél magasabb
szignifikanciaszinteken elutasitds lesz a dontés (ekkor bévebb az elutasitasi tartomény, bele
fog esni az empirikus tesztstatisztika), a p-értéknél alacsonyabb szinteken pedig elfogadas (az
elutasitdsi tartomany sziikebb, az empirikus tesztstatisztika az elfogadasi tartoméanyba fog
esni).

Végezetiil egy fontos gyakorlati kérdésre hivom még fel a figyelmet. Amint mar beszéltiik, az a
azt mutatja meg, hogy egy adott préba mekkora valészintiséggel ad téves jelzést. (Emlékezziink
ré, hogy altaldban mi az elutasitast keressiik!) Igen 4m, de ha mi két probét végziink egyméstol
fliggetleniil gy, hogy akkor is taldlatot deklaralunk, ha legaldbb az egyik teszt szignifikans lett,
akkor valéjadban méar nem a valésziniiséggel kapunk jelzést akkor is, ha nincs hatéds (egyik eset-
ben sem), hanem 1 — (1 — a)2 valészintiséggel! (Hiszen a hibas jelzés annak a komplementere,
hogy mindkét teszt j6 dontés ad, mivel pedig fiiggetlenek, ezek valdszintisége Osszeszorzddik.)
Ez pedig nagyon nem mindegy, a tipikus o = 5%-ra ez a valdszintiség mar 9,75%! Tehat
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val6jaban majdnem a nominalis szignifikanciaszint kétszerese lesz annak a valdszintisége, hogy
kapunk elutasitast — mikézben a valésagban nincs is hatas egyik esetben sem! Fzt a jelenséget
szokas a-inflicionak nevezni. (A kétféle a-t pedig néha megkiilonboztetésiil comparisonwise
(o) a-nak illetve familywise (ap) a-nak nevezik. Az el6bbi annak a valészintisége, hogy egy
teszt hibas jelzést ad (ez az eddig targyalt «), az utébbi annak a valésziniisége, hogy tesztek
egy csaladjabol legaldbb egy lesz, ami hibés jelzést ad.) Az Osszefliggés a kettd kozott tehat:

ap=1-(1-ag)",

ahol k az elvégzett probak szama.

Azt a helyzetet, amikor egymaéssal parhuzamosan tobb, egymastél fiiggetlen hipotézisvizsgala-
tot futtatunk (és vagylagosan kerestink szignifikns eredményt), tobbszoros Gsszehasonli-
tasok helyzetének szokas nevezni.

A dolog azt sugallja szamunkra, hogy ha sok tesztet végziink parhuzamosan, akkor valamit
tenni kell az ellen, hogy ne taldljuk tdl kénnyen fals elutasitdsokat. A legegyszeriibb meg-
oldas, ha a tesztenkénti (comparisonwise) szignifikanciaszintet lecsokkentjiik. Példdul, az tn.

Bonferroni-egyenlétlenség szerint 1 — (1 — a)k < «- k, ezért durva becsléssel ugy korrigalhatjuk
a szignifikanciaszintet, hogy elosztjuk a célszintet az elvégzett hipotézisvizsgalatok szamaval.
Ez garantélja, hogy a k teszt elvégzését egyiittesen tekintve sem lehet a kitiizott szignifikancia-
szint feletti az els6faja hibak aranya.

A médszer hatranya, hogy tal drasztikus: annyira megneheziti a nullhipotézis elvetését, hogy
a valds kiilonbségek is el fognak veszni”. Vannak mddszerek, melyek ezt enyhitik (pl. Holm—
Bonferroni-korrekcid), illetve melyek teljesen mas elven prébaljak elérni az a-inflacié enyhitését
(pl. FDR).

Itt hivom fel a figyelmet az Gn. szignifikanciavadaszat jelenségére. Ez lényegében nem
mas, mint a tobbszords osszehasonlitasok helyzetének rosszindulatt kiaknazéasa inkorrekt ko-
vetkeztetésre. A szignifikanciavaddszat jelenségét inkabb egy példaval illusztraljuk: tegyiik fel,
hogy bizonyitani akarjuk, hogy a hétfén és kedden sziiletett emberek laboreredményei kozott
szignifikans eltérés van. Bar ez ranézésre lathaté moédon abszurdum, a fentiek kihasznalaséval
tulajdonképpen nem is nehéz bizonyitani: manapsag mar a rutinszeriien vizsgalt laborpara-
méterek szama is eléri a 20-30-at, igy nincs mas dolgunk, mint mindegyiket 6sszehasonlitani!
Természetesen valds kiilonbség sehol nem lesz, de mivel 5% valdszinliséggel mindegyik adhat
téves jelzést, igy 30 kozo6tt mar az lenne a meglepd, ha nem kapnank egyetlen elutasitast sem.
Ha a vizsgalatot — korrekt médon — tgy publikaljuk le, hogy 6sszehasonlitottunk 30 labor-
valtozdt 5%-on, és koziilitkk 1 esetben, az XYZ-nél szignifikdns kiilonbséget talaltunk, akkor
mindenki régton tudni fogja, hogy mi tortént (azaz, hogy nem jelenthetjiik ki, hogy taldltunk
barmit is). Igen 4m, de ha inkorrekt médon jatszunk, akkor azt tessziik, hogy a cikket ugy
irjuk meg, hogy mi eldre tudtuk, hogy XYZ-ben lesz kiillonbség (mert van egy ragyogd kér-
élettani modelliink, mely az XYZ termelését a sziiletés napjaval hozza dsszefiiggésbe), és ezért
célirdinyosan XYZ-t leteszteltiik, és lam: valéban szignifikans kiilonbséget is kaptunk...! Ezzel
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szemben nehéz védekezni, hiszen magabdl az eredménykozlésbdl nem lehet rajonni, hogy mi
tortént (de természetesen a vizsgélat reprodukcidja azonnal lebuktatja a csaldst).

Zarasként részletesebb indoklas nélkiil felhivom harom Osszefiiggésre a figyelmet.

1. Nagyon fontos gyakorlati probléma, hogy adott feladat vizsgalatara konkrétan melyik
probat hasznéljuk. Ez koézel sem trividlis kérdéskor, ugyanis a feladat énmagdban még
nem determinalja a probat: sok feladat van, amire akar tucatnyi kiilonb6z6 préba is
elérhetd; ezek tipikusan az el6feltevéseikben kiilonboznek. (Azaz, hogy milyen a priori
megkotésekkel élnek a sokasigra vonatkozéan.) Ennek kapcsan arra fontos felhivni a
figyelmet, hogy egyrészt ha egy préba elofeltevései nem teljesiilnek, de mi mégis alkal-
mazzuk, akkor nem garantdlt, hogy valid végeredményt kapunk (abban az értelemben,
hogy az els6faji hibdk varhaté ardnya nem fog egyezni a szignifikanciaszinttel), masrészt
viszont a tobb eléfeltevésre épité probaknak altaldban kisebb az erejik. A tanulsig,
hogy mindig annyi el6feltevésre épité probat hasznaljunk, amennyit tudunk, se tobbet
se kevesebbet: amely el6feltevésekrol tudjuk, hogy teljestilnek (a priori!) azokat épitsiik
be a probavalasztasba... de tobbet ne.

2. Rogton itt érdemes megjegyezni, hogy — bar egyes statisztikai programcsomagok notdéri-
usan az ellenkez6jét sugalljak — elvileg nem illik az alapjan dénteni, hogy milyen probat
hasznalunk, hogy az el6feltevéseit ugyanazon mintdn egy mdsik prébdval leellenérizzik.
Ezért hangsilyoztuk az elobbi pontban, hogy a feltevésekrdl a priori kell dontentink
(korébbi eredmény, masik mintdn végzett teszt stb. alapjan).

3. Végiil felhivjuk a figyelmet, hogy egy préba erejét énmagaban néveli a nagyobb minta-
nagysag. Pontosan ezért a klasszikus mondds szerint: ,kis hatas kimutatasihoz nagy
minta kell, nagy hatdshoz elég a kisebb minta is!”.

Zarasként nézziink meg egy konkrét példat a hipotézisvizsgalat alkalmazasara is: vizsgaljuk
meg azt a kérdést, hogy a dohanyzd anyak tjsziilotteinek sziiletési tomege eltér-e a nemdo-
hényzé anyak jsziilotteitol!

Az els6 kérdés, hogy mit értiink az alatt, hogy ,eltér”. Ezt tobbféleképp is lehetne operacio-
nalizalni, most maradjunk annal a — kézenfekvo, és klinikailag is relevins — megkozelitésnél,
hogy a varhaté sziiletési tomegiik kisebb-e. (Tehat a kérdést a varhat6 értékek egyezésére
hegyezziik ki, nem az érdekel minket, hogy példdul a szérasa a sziiletési tomegeknek eltér-e a
két csoportban.)

Az adatbézisban 115 nemdohényzé és 74 dohdnyz6 anyatol szarmazd jsziilott van. Gyor-
san kiszamolhatjuk, hogy az el6bbi csoportban az tjsziilottek atlagos sziiletési tomege 3055,7
gramm, mig az utébbiban 2771,9 gramm. Mondhatjuk akkor, hogy a dohanyzé anyak 0jsziilott-
jei kisebb tomegliek? Természetesen nem! Ez ugyanis csak annyit mondott, hogy a mintdban
kisebb a tomegiik, de minket természetesen nem a konkrét minta érdekel, hanem a sokasag!
Kijelenthetjiik ez alapjan, hogy a sokasidgban is kisebb a dohanyzé anyak ujsziilottjeinek a
varhaté sziiletési tomege? Nem, a helyzet nem ilyen egyszerli: elképzelhet6, hogy mindkét cso-
portnak ugyanannyi (a sokasidgban!) a varhat6 sziiletési tomege, csak épp pont olyan mintat
vettiink, amiben a dohdnyz6 anyakndl ez kisebb. (Hiszen ez tokéletesen véletlen mintavétel
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esetén is eléfordulhat — mintavételi ingadozas, ugyebar!) So6t, akar az is lehet, hogy épp a
dohanyz6 anyak 0jsziilottei nagyobb sziiletési stlytak varhatbéan, csak a mintavétel érdoge az
6 csoportjukbdl pont kicsi, a nemdohanyzé csoportbdél meg nagyobb 1jsziilotteket dobott ki.

A kérdésrol tehat biztosat nem lehet mondani — de statisztikai préobéaval valdszindiségi kijelentést
tehetiink. Elsoként donteniink kell arrél, hogy milyen prébat alkalmazzunk. Ennek a részletei
szamunkra most nem fontosak, a lényeg csak a végeredmény: a koriilmények (két fiiggetlen
csoport, aranylag nagy mintanagysag mindkét csoportban, a priori nem ismert sokaségi széras)
a valasztasunk az in. Welch-prébara esik. Ennek nullhipotézise, hogy a két csoport varhatd
értéke kozott nincs kiilonbség, ellenhipotézise, hogy van, a két varhaté érték nem egyezik.

Végezziik el a prébat:

t.test(bwt ~ smoke, data = birthwt)

Welch Two Sample t-test

data: bwt by smoke
t = 2.7299, df = 170.1, p-value = 0.007003
alternative hypothesis: true difference in means between group O and group 1 is not equal to
95 percent confidence interval:
78.57486 488.97860
sample estimates:
mean in group O mean in group 1
3055.696 2771.919

A p-érték: p = 0,007, ez minden szokdsos szignifikanciaszintnél kisebb (még az 1%-ot sem éri
el), igy kijelenthetjiik: a varhaté értékek egyezésére vonatkoz6 nullhipotézis minden szokésos
szignifikanciaszinten elvethet6, azaz minden szokasos szignifikanciaszinten kijelenthetd, hogy
a két csoport (sokasagbeli!) varhaté értéke kozott kiillonbség van. Azaz: a mintaban tapasztalt
kiilonbség olyan nagy (a minta egyéb jellemzdit is figyelembe véve), hogy az mér tilmutat a
mintavételi ingadozds hatdsan, nem hihetd, hogy betudhaté pusztan a mintavételi ingadozas
hatasanak. Azt kell feltételezniink, hogy mogotte sokasagi hatds, vagyis sokasagban is eltérd
varhato érték van.

Mindezt réviden tgy is megfogalmazhatjuk, hogy a kiilonbség szignifikdns, még mas szdval,
hogy a két csoport kozott lényeges kiilonbség van. (Ebben a kontextusban a ,lényeges” sta-
tisztikai értelemben szignifikdnsat jelent.) Ez a jé pont arra, hogy felhivjuk a figyelmet a
kiilonbségre a — most definialt — statisztikai szignifikancia és a — koznapi értelmt — klinikai
szignifikancia kozott. E kett6t mindig szigortan kiilonboztessiik meg egymastél! A koznapi
szOhasznalatban a ,lényeges kiilonbség” alatt ugyanis azt értjik, hogy a targyteriileti (ese-
tiinkben: orvosi) skdldn mi bir jelentéséggel. 1 grammal nagyobb sziiletési tomegnek semmi
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(klinikai) jelentésége (nem gondol az orvos més klinikai helyzetre, nem rendel més vizsgélat,
més kezelést stb.), 500 grammnak nagyon is lehet. A statisztikai szignifikancia viszont teljesen
mdst mér: azt, hogy mennyire hihetd, hogy a kiilonbség betudhaté a mintavételi ingadozdsnak!
Adott esetben lehet 500 gramm kiilonbség is — statisztikailag — inszignifikdns (ha nagy a szorés,
vagy kicsi a mintanagysag), és lehet 1 gramm kiilonbség is — statisztikailag — szignifikdns (ha

kicsi a szords, vagy nagy a mintanagysag).
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