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Eloszo

Ez a visszavezetés a 1ényege a [...]
megoldasnak, nem a képlet.

Péter Rozsa

Ez a jegyzet egy kisérlet. Kisérlet arra, hogy a valdszinliségszamitas és a statisztika alapjait elma-
gyarazza, de a nélkiil, hogy ehhez matematikai formalizmust haszndlna. Nem lesznek benne tételek,
levezetések, bizonyitasok, s6t, még a szimbolikus jelolések bevezetését is igyekeztem a lehetd legsziik-
ségesebbre korlatozni.

Mi motivélja ezt a kisérletet? A valdszinliségszamitas és a statisztika szokdsos egyetemi targyaldsa
matematikailag formalizalt. Hol mélyebb apparatust hasznal, hol vildgosabbat, de mindenesetre végig
matematizilt. Ami, félreértés ne essék, teljesen érthetd, hiszen mind a valdszinliségszadmitisnak, mind
a statisztikanak a korszer felépitése csakugyan jol formalizalt, és ez elengedhetetleniil sziikséges is a
bonyolultabb koncepcidk bevezetésével és targyalasahoz.

A tapasztalatom azonban az, hogy rengeteg olyan hallgat6 van, orvostanhallgatdk, szociol6gusok, bio-
l6gusok, akik abba a furcsa helyzetbe keriilnek, hogy egyfel6l a matematikai formalizmusra sem sziiksé-
giik nincsen, sem kézbentartani nem tudjak, de masfel6l borzaszté fontos lenne, hogy az alapgondolato-
kat j6l megértsék. ﬁgy érzem, hogy a matematizalt targyalas az esetiikben egy rossz kompromisszumot
kot: azért, hogy a bonyolultabb dolgok is elmondhatdak legyenek (mert ahhoz tényleg kell a matemati-
kai formalizmus, nem kérdés!), az egyszer(ibbeket is igy mondja el, hogy nem értik meg azok, akiknek
a bonyolultabbakra nincs sziikségiik. De miért ne mondjuk inkabb ez az egyszeriibbeket formalizaltsag
nélkiil? Igen, igy a bonyolultabbakat nem lehet elmondani, de ha egyszer ezekre tigysem lesz sziiksé-
giik (illetve az érdekl6d6k ugyis el tudjak sajatitani)...? Nem lenne jobb kompromisszum feldldozni a
bonyolultabb dolgokat cserében azért, hogy az egyszeriiek jobban érthetéek legyenek? Hiszek ugyanis
abban, hogy a valdszinfiségszamitas és a statisztika alapjait — amik sok szakméban az igazan fontosak!
—igenis el lehet mondani matematikai formalizmus nélkiil is érthet6en, vildgosan.

A cél elérése érdekében igyekszem sokkal nagyobb figyelmet szentelni annak, hogy az alapgondolatok
jOl kovethetéek legyenek, tobb oldalrél koriiljarni 6ket, megmutatni az alkalmazéasaikat, példat hozni,
ahol lehet szimulacidkat végezni, s6t, a jegyzet webes valtozatidban interaktiv vizualizacidkat is mutat-
ni.

Az olvas6 a kisérlet eredményét a jegyzet végére megitélheti. En mindenesetre — kiilonosen azért, mert
ez egy kisérlet — minden visszajelzést, véleményt, kritikat a lehet6 legnagyobb 6rommel veszek; az
elérhetdségeim megtaldlhatdak a https://www.medstat.hu/ honlapon


https://www.medstat.hu/

A jegyzet weboldala (oktatasi segédanyagokkal, technikai informacidkkal) a https://github.com/ferenci-
tamas/valoszinusegszamitas-statisztika cimen érhetd el.


https://github.com/ferenci-tamas/valoszinusegszamitas-statisztika
https://github.com/ferenci-tamas/valoszinusegszamitas-statisztika

1 A valésziniiségszamitas roviden

A val6szinliségszamitas nem méas, mint
szamokra atvaltott j6zan ész.

Pierre-Simon de Laplace

A statisztikusok szdméra a val6sziniiség-szamitas vagy — rosszabb esetben — gonosz nagytestvér, akire
titokban irigykedik mindenki, mert az ,,igazi” matematika, cserében a felét nem érti az ember, vagy —
jobb esetben — az a segédtudomany, de jobb lenne azt mondani: alaptudomany, amihez egy halom eset-
ben vissza lehet nyilni a statisztikai problémék kezelése soran. A valdszinliségszdmitis megértése tehit
megkeriilhetetlen (pontosabban szélva: nem érdemes megkeriilni!) ahhoz, hogy az ember j6l megértse
a statiszikat. Nem kell valoszintiségszamitasi szaktuddsnak lenni, ellenkezdleg, par alapfogalom lesz
csak igazan fontos — de azokat tényleg jol kell érteni.

Ez a fejezet ezt a célt szolgdlja. Osszhangban az Elszéval mondottakal, keriilni fogok minden mate-
matikai formalizmust, képletet, levezetést, szépen kimondott tételt, ami tudom, hogy elkeriilhetetleniil
trehanysigokhoz fog vezetni, ezért el6re valszamos baritaink elnézését kérem, de cserében igyekszem
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hangsilyozni azokat a koncepcidkat, amiket fontos atlatni a kés6bbiekhez. (A statisztika és a valo-

szinliségszamitis viszonyéra pedig még visszatérek kés6bb, amikor mindkettd megfeleld fogalmai és
problémai ismertek lesznek.)

1.1. Mi az, hogy véletlen?

Mert toredékes az ismeretiink, és toredékes a
profétalasunk.

Szent Pdl

Szoktak mondani, hogy a valdszintiségszamitas alapfogalma a véletlen kisérlet és hogy ennek defi-
nicidja: valami, ami adott koriilmények kozott akdrhanyszor végrehajthaté vagy megfigyelhetd, de a
kimenete nem mondhaté meg biztosan (csak az ismert, hogy milyen kimenetei lehetségesek egyéalta-
lan), példaul mert az ismereteink hidnyosak, hogy pontosan meg tudjuk elére mondani a kimenetet.

Az elnevezés masodik szava jo szerencsétlen, mert a val6szintiségszamitas egy halom olyan dolgot
vizsgél, ami nem kisérlet a sz6 szokdsos tudomanyos értelmében, azaz nem mi hajtjuk végre, de még



csak az sem vilagos elsd latasra, hogy milyen értelemben ismételhet6 meg akarhanyszor. Az orvostu-
domanyban vizsgalhatjuk példaul azt, hogy egy beteg meggydgyul-e. Hogy ez nagyon sokszor tényleg
olyan, ami nem mondhat6 meg biztosan, az vitathatatlan, na de hogy kisérlet? Es akérhanyszor meg-
figyelhet6?! A pszicholdgiabdl, szocioldgiabdl stb. nem csak hogy milliényi hasonld példat lehetne
hozni, de ezeken a teriileteken pont hogy nem tipikus, hogy kisérletet végziink. Fogjuk fel ezt hagyo-
manyos elnevezésként, ami az olyan hétkdznapi példakbdl jott mint a kockadobas, amit tényleg napestig
ismételgethetiink azonos koriilmények kozott, kisérletként.

A ,,véletlen” sz0 viszont latszdlag teljesen rendben van, ez tényleg jol megfelel nyelvileg annak, hogy
,»-a kimenete nem mondhaté meg biztosan”. Val6jaban ezen is érdemes kicsit elmorfondirozni. A Mi a
véletlen? kérdés nagy részét atutalom a filozoéfia targykorébe, itt most egy aspektust szeretnék érinte-
ni: azt, hogy a valasz nagyon gyakran igazaboél azon is milik, hogy mi milyen kozelitési pontossagot
vélasztunk, mit hanyagolunk el és mit nem. Vegyiik a kockadobast! Az el6z6 bekezdésben is szere-
pelt, mint valami ,,nyilvinval6an” j6 példa a véletlenre, de ha jobban meggondoljuk, akkor igazdbdl a
kockadobés kimenete — az el&bbi értelemben — nem véletlen, mert nagyon is megmondhat6: ha ismer-
jik az eldobés pillanatdban a kocka sebességét, gyorsulasat, a légellenalassal kapcsolatos adatait, az
iitk6zési tényez6jét az asztallal taldlozéaskor stb. akkor elvileg tokéletesen pontosan, determinisztikusan
megmondhatd, hogy hanyast fog mutatni, ehhez csak a fizikat kell tudni. Ha valaki azt gondoln4, hogy
ez csak ilyen elvi jelentSségli, akadémikus akadékoskodas, akkor gondoljon arra, hogy par évvel ezel6tt
a laikus sajtéban is hir volt az az okostelefonra fejlesztett alkalmazas, amivel ha az ember levide6z egy
rulettkereket, akkor még porgés kdozben meg tudja j6 eséllyel mondani, hogy hova fog érkezni a golyd!
(Ezen képesség szerény kezd6tSke birtokdban nagyon is gyakorlati jelentSségti és kevéssé akadémikus
elényokre atvalthat6.) Pedig hat a rulettkerék porgetésénél idealtipikusabb példat aligha lehet talalni
arra, hogy mi ,,véletlen”... Es tessék — ugyanazon mult a dolog, hogy a kameraképen megkeressiik a
goly6t, meghatarozzuk a gyorsulasat, ezt bedobjuk a mozgéasara vonatkoz6 fizikai egyenletekbe stb., és
igy egy sztochasztikus dolgot determinisztikussé tesziink.

f]gyhogy fogalmazzunk Ggy: a tovabbiakban olyan jelenségekkel foglalkozunk, amik az aktudlis kdze-
litési szintiinkon véletlenek. Persze jobb, ha ezek véletlenségét ki tudjuk kiiszobolni, de akkor is kell
valamit tenniink, ha erre nincs méd (mint ahogy sok esetben nincs, és a belathat6 jovében nem is lesz).
Ekkor fog jol jonni a valdszintiségszamitas.

1.2. A valésziniiségszamitas alapfogalmai

st hogy tisztaztuk a véletlen kisérlet tartalmat, menjiink tovabb az alapfogalmak bevezetésében. Min-
denekel6tt sziikségiink van a véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleire, ezeket, roppant kreativ mddon,
hivatalosan kimenetelnek nevezziik!, kockadobasnl ilyen a ] vagy a [ (szdndékosan nem szamot
irtam!). A kimenetelekb8l mindig pontosan egy kovetkezik be: nem lehet az, hogy ketté (nem dobha-
tok egyszerre [-1-et és [-]-at), és nem lehet az sem, hogy egy sem (nem lehet, hogy amit dobok az nem

'Némelyik magyar irodalom a kimenetel helyett az elemi esemény terminoldgiat hasznalja. Ez azonban nem egységes, az
angol irodalom egységesen nem ezt hivja elemi eseménynek, rdadasul a kimenetel sz6 némileg logikusabb is, dgyhogy a
tovabbiakban ezt fogom hasznalni.



[, nem [], nem [-], nem [, nem [ és nem EX). A lehetséges kimenetelek dsszességét, tehat mindent
ami kijohet a kisérletbdl, eseménytérnek szokas nevezni. Valamilyen dolgokat akarok dsszefogni...
erre a j6 matematikai objektum a halmaz lesz! Tehat az eseménytér egy halmaz, ami minden lehetséges
kimenetelt tartalmaz. A kockadobasnal: {[1, [, [, B, H, E .

Ez egy meglehet&sen egyszerl helyzet, hiszen az eseménytér véges sok kimenetelbdl 4ll. Bonyolultabb
a szituacid akkor, ha mondjuk azt vizsgaljuk, hogy egy véletlenszerien kivalasztott magyar lakos hany-
szor jart kiilfoldon életében. Ez lehet 0, 1,2, 3,4,... de hol a vége? A vélasz az, hogy sehol! Semmilyen
szamra nem mondhatjuk azt, hogy na, legfeljebb ennyiszer lehetett kiilfoldon jarni...! (Azrossz érvelés,
hogy nézziik meg, hogy mennyi az eddigi magyar rekorder. Mondjuk azt talaljuk, hogy 123-szor jart
kiilfoldon... és? Akkor mondhatjuk, hogy legfeljebb 123-szor lehet kiilf6ldon jarni? Nyilvan nem, a
vilagon semmi akadélya nincs, hogy valaki 124-szer jarjon. De akkor 124 a maximum? Nem, miért ne
lehetne utdna még egyet utazni.) Osszességében tehat vilagos, hogy az nem korldtos, hogy valaki hany-
szor jarhatott kiilfoldon, igy az eseménytér a {,,0-szor jart”, ,,1-szer jart”, ,,2-szer jart”, ... } halmaz. Ez
tehat mar végtelen halmaz! De a matematikusok igy mondjak: megszdmldlhat6an végtelen, ami azt
jelenti, hogy végtelen ugyan, de az elemeit fel lehet sorolni egymas utan (hat persze, az elébb ezt meg
is tettiik). Még durvabb a helyzet akkor, ha mondjuk azt kérdezziik, hogy mekkora egy véletlenszeriien
kivélasztott ember testtomege. Lehet mondjuk 70 kg, de lehet 70,5 is. Vagy 70,48. Vagy 70,477. Vagy
70,4779. Azaz ez is végtelen sok értéket vehet fel! (Valaki azt mondhatja, hogy de hat a mérlegen
csak az egész kilogrammokat lehet leolvasni. Persze, igy tényleg véges sok érték lehetséges csak, de
vegyiink jobb mérleget, amin tizedek is vannak. Még jobbat, amin szazadok is, és igy tovabb. A lényeg,
hogy elvileg a testtomeg barmilyen val6s szam lehet, most fiiggetlenitsiik magunkat att6l, hogy a mé-
réeszkoziink ezt csak korlatozott pontossaggal tudja lemérni, vegyiik Ggy, hogy a vizsgélt jellemz6 az
igazi testtdmeg, mintha lenne korl4tlan pontossagi mérlegiink.) Ez tehat végtelen sok lehetséges kime-
net, de az el6z6nél is jobban végtelen, abban az értelemben, hogy ezeknek az elemeit mar fel sem lehet
sorolni! (Azaz nem lehet megmondani, hogy egy adott értékre mi a rikodvetkezd. Mert egész szdmok
korében vildgos, hogy 70 utan 71 jon. De a valds szamok kozott mi jon a 70 utdn? 70,1? Nem, mert a
70,01 kozelebb van. Akkor 70,01? Nem, mert a 70,001 kozelebb van. Akkor 70,0017 Es igy tovébb,
szdval a valds szamok ,,jobban végtelenen” vannak mint az egészek, hiszen fel sem lehet 6ket sorolni;
ezt szoktdk nem megszamlilhat6 végtelennek nevezni.) Az érdekes az, hogy az ember azt gondolna,
hogy a harom eset kozott a nagy kiilonbség ott van, hogy az eseménytér véges vagy végtelen, az mar
részletkérdés, hogy mennyire — megszamlalhatéan vagy nem megszamlalhat6an — végtelen. Ez nem
igy van! A helyzet az, hogy a véges és a megszamléalhat6an végtelen eset kezelése nagyon hasonld, ami
igazan eltér, az a megszamlalhatatlanul végtelen eseménytér. A véges, vagy legfeljebb megszamlalha-
téan végtelen eseményteret diszkrét eseménytérnek, a nem megszamlalhatéan végtelen eseményteret
folytonos eseménytérnek szoktak nevezni.

Most, hogy ezeken tdl vagyunk, johetnek végre a valdszintiségek! Ha mér kimeneteleink vannak, ak-
kor azt gondolhatnank, hogy azokhoz szeretnénk valészintiséget rendelni, példaul megmondani, hogy
mekkora valoszinfiséggel dobunk [1-et. Nem ezt fogjuk tenni! Szeretnénk ugyanis valdszintiséget ren-
delni bonyolultabb dolgokhoz is, példaul ahhoz, hogy ,,paros szdmot dobunk”. Ennek megragadasidhoz
ismét a halmazokhoz fordulunk: a kimenetelekbdl egyet vagy tobbet bepakolunk egy halmazba, mond-
juk igy: { O, £, £}, elnevezziik ezt eseménynek és azt mondjuk, hogy egy esemény akkor kdvetkezik
be, ha olyan kimenetel 4ll el§, ami az eseménynek — mint halmaznak — az eleme. Vildgos tehét, hogy



az el6bbi esemény tényleg azt jelenti, hogy ,,piros szdmot dobtunk”. Hasonl6képp definidlhatunk tet-
szbleges tovabbi eseményt. Példaul a { [, [, [, [} esemény akkor kdvetkezik be, ha [-1-et dobunk,
(-t dobunk, [-]-t dobunk vagy [l-et dobunk, hiszen egy esemény akkor kovetkezik be, ha olyan ki-
menetel jon ki, ami benne, mint halmazban benne van — magyarul elmondva ez lesz az, hogy ,,4-nél
nem nagyobb szdmot dobtunk”. Az eseményeket altaldban az A, B, C, ... betiikkel jeloljiik, példaul
A = {0, &, B }.(De akkor azt nem is tudjuk megmondani, hogy mekkora val6szintiséggel dobunk
[J-et?! Dehogynem! Vegyiik azt az — egyelemii! —halmazt, hogy { [1}, és meg is vagyunk! A vildgon
semmi nem tiltja, hogy egy eseménybe csak egyetlen kimenetelt pakoljunk be. Vilagos tehat, hogy ez a
megkozelités csak altalanositja, kiterjeszti azt, mintha a kimentelekhez rendelnénk val6szintiségeket.)
Természetesen az is egy esemény, ami az Osszes kimenetelt tartalmazza (vagyis az esemény maga az
eseménytér), ezt szoktak biztos eseménynek nevezni, és az iires halmaz is egy esemény, ezt pedig
lehetetlen eseménynek hivjuk. Az elnevezések teljesen logikusak: a biztos esemény biztosan beko-
vetkezik, hiszen mindenképp olyan kimenetel jon ki, ami benne van (1évén, hogy az 6sszes benne van),
a lehetetlen pedig soha, hiszen egyetlen kimenetel sincsen benne (mivel iires halmaz), azaz barmelyik
kimenetel is kovetkezik be, soha nem lesz igaz, hogy a bekdvetkezé kimenetel benne van.

Ennek a megkdzelitésnek van még egy elénye. Mondjuk, hogy szeretnénk arrdl az eseményrdl beszélni,
hogy ,,4-nél nem nagyobb paros szamot dobunk”. Mi lesz ennek a halmaza? {[], [}. De vegyiik ész-
re, hogy ez nem mas, mint a két el6z6 halmaz metszete! Persze, mert annak, hogy ,,4-nél nem nagyobb
és paros” azok a kimenetelek felelnek meg (azok kijovetele esetén kovetkezik be ez az esemény), amik
egyszerre benne vannak abban, hogy ,,4-nél nem nagyobb” és abban, hogy ,,paros”. Az események
,»es”-sel torténd Osszekapcsolasanak tehat megfelel az, hogy a halmazaik metszetét képezziik. Kitérd
megjegyzés: ha két esemény metszete iires halmaz, az magyarul azt jelenti, hogy nem kovetkezhetnek
be egyszerre (példaul ,,2-nél nem nagyobbat dobunk™ és ,,4-nél nem kisebbet dobunk™); ezeket szokis
kizaré eseménynek nevezni. Tovabbmenve, annak az eseménynek, hogy ,,4-nél nem nagyobb vagy
paros szamot dobunk™ a két halmaz unidja fog megfelelni, gondoljuk végig. Tehat a ,,vagy”’-gyal tor-
ténd Osszekapcsolasndl sem kell semmin gondolkoznunk, a ,,vagy” hasznélatival kapott esemény(nek
megfeleld halmaz) a két esemény, mint halmaz unidja lesz. Egy szé mint szdz, azt latjuk, hogy az
események ilyen ,,verbalis” képzésének megfeleltethetiink szokasos halmazelméleti miiveleteket.

A végére még egy, de fontos megjegyzés. Valaki ezen a ponton esetleg azt mondhatja, hogy ne is
gondolkozzunk azon, hogy mely eseményekhez rendeliink val6sziniiséget, egyszertien vegyiik a kime-
netelekbdl képezett dsszes lehetséges halmazt (az iires halmazt, az 6sszes kimenetelt mint egyelemii
halmazt, az 6sszes két kimenetelbdl 4116 eseményt, €s igy tovabb, egészen az 6sszes 6t kimenetelbdl
all6 halmazig, és végiil az egész eseménytérig). Es akkor nem kell semmin gondolkoznunk, barkinek
barmilyen esemény jut is az esz€be, mindegyikhez lesz valészinliség. Ez nagyon csabitdéan hangzik —
de sajnos nem fog miikddni. Hogy egész pontos legyek, diszkrét eseménytereknél miikodik, ott nyu-
godtan csinalhatjuk ezt, de folytonos esetekben nagyon csinya dolgok torténnének, ha megprébalnank
sz6 szerint minden elképzelhetd eseményhez valdszinliséget rendelni. Eppen ezért be kell vezetniink
még egy fogalmat: azon események halmazit, amihez szeretnénk egyéltalan val6szinfiséget rendelni.
Diszkrét esetben ez lehet az 0sszes lehetséges esemény, de folytonos esetben szilikebb lesz nala. A
dolgot nem tehetjiik meg akarhogy, bizonyos kovetelményeket ki kell elégiteniink (csak példanak oka-
ért: ha két eseményhez rendeliink val6szintiséget, akkor kotelez6é az unidjukhoz, tehat a ,,vagy”’-gyal
0sszekapcsoltjukhoz is rendelni valdszinfiséget, de igaz lesz az is, hogy az ,,és”-sel dsszekapcsoltjukhoz



is kell legyen valoszinliség rendelve), de ez most szdmunkra nem annyira fontos, a lényeg, hogy lesz
egy halmazunk, amikben azok az események vannak, amikhez valdszinfiséget rendeliink. Hivjuk ezt
a megfigyelheté események halmazanak. (Ez inkdbb csak terminoldgia, ne akarjunk sziikségképp a
~megfigyelés” hétkoznapi szavaval kapcsolatba hozni. Fogjuk fel Ggy, hogy ez egy elnevezés, egysze-

rien igy hivjuk azokat az eseményeket, amikhez valészintiséget fogunk rendelni.)

1.3. A valésziniiség bevezetése

Es akkor végre: johet a valdszintiség! A fentiek utan a dologban nem lesz sok meglepetés: a valdszi-
niiség egy fiiggvény, amely a megfigyelhetd események mindegyikéhez hozzarendel egy valds szamot.
Példaul lehet egy ilyen hozzarendelés egyik eleme az, hogy {1, [, E1} — 0,3. Azaz a ,,parosat do-
bunk” eseményhez 0,3 valészintiséget rendeliink. (Hétkoznapi sz6hasznalatban azt mondanank: 30%.
A kett$ ugyanaz, hiszen a szazalékjel egyszerlien egy ,,szorozva 0,01-gyel”-t helyettesit. A valoszini-
ségszamitasban, matematikdban egyszertibb az élet, ha 0,3-at mondunk.) A valdszintiség jele” P, tehat
A esemény valdszintiséget P (A)-val jeloljiik, el6bbi példankban: P (A) = P ({1, (3, E}) = 0,3.

Es meg is vagyunk, ez a valdszinfiség!

Ez eddig igazadn nem agysebészet, de az érdekes rész most jon. 1933-ban Kolmogorov szovjet matemati-
kus azt mondta, hogy harom dolgot kdveteljiink meg ettdl a fiiggvénytSl. Tehat ne akdrhogy rendeljiink
valdszinliségeket a megfigyelhetd eseményekhez, hanem csak az lesz elfogadhat6 hozzarendelés, ami
a kovetkez6 harom dolgot tudja:

1. A val6szintiségek nemnegativak (nem lehet olyan, hogy példaul { [, &, 2} —» —0,2).

2. A biztos esemény valdszintisége 1 (nem lehet olyan, hogy példaul { -1, [, &I, B, B, B2} — 1,1
vagy {1, O, &I, B, B, B} - 0,7).

3. Kizar6 események unidjanak, tehat ,,vagy”’-gyal dsszekapcsoltjanak a valdszinlisége a valdszin-
ségeik Osszege (nem lehet olyan, hogy példaul {[1,[1} — 0,1 és {4, 1} — 0,2, de kdzben
(., O, &, B} - 04).

Magyarizatot igazibol csak a legutols6 kovetelmény érdemel, a masik kettd megfelel annak, amit a
,»valdszinliség” fogalomrol hétk6znapilag is mondanank. A harmadik kdvetelmény megértéséhez a leg-
jobb, ha gy gondolunk az eseményekre mint pacékra egy festdvasznon. Még jobb, ha gy vessziik,
hogy a kimenetelek pontok, és az események, a pacdk, ugy késziiltek, hogy egy vagy tobb pontot le-
festettiink adott szinnel. Egy j6 elképzelés, és nem csak a szemléletesség kedvéért, hanem mélyebb
értelemben is, ha a valdszintiségre gy gondolunk, mint a pacék teriiletére. (Ez az els6 két axiomat
is szépen hozza: az els6 azt mondja, hogy egy festékpaca teriilete nem lehet negativ, a masodik pedig
azt, hogy a fest6vaszon teljes teriiletét nevezziik 1-nek.) A ,kizaré esemény” ebben az analdgidban azt
jelenti, hogy két paca nem fed 4t egymassal, az ,,események unidja” pedig az a paca, melyben szinvak
moédon nézziik a pacdkat; igy a 3. kdvetelmény azt mondja, hogy két paca egyiittesének a teriilete a

2A konyvek egy része P-t haszndl, tehat vastagon szedi a betiit. Kézirasban persze senki nem fog nekidllni satirozgatni
minden bet{inél, ezért gyakran ,,duplaszard” betfit hasznilnak, ami viszont nagyon mendn néz ki, ezért érdekes médon
visszaszivargott a gépi szedésbe; én is ezt fogom hasznalni.



kiilon-kiilon vett teriileteik 6sszege — ha nem fednek 4t. (Vilagos, hogy atfedd pacdknél ez nem teljesiil,
hiszen ilyenkor, ha egyszertien 6sszeadjuk a két paca kiilon-kiilon vett teriiletét, akkor az atfedd részt
kétszer is beszamoltuk.)

Nagyon fontos volt az a kifejezés, hogy ,,Kolmogorov azt mondta”: ezek a kovetelmények nem ve-
zethetSek le semmibdl, nem kovetkezményei valamilyen megfontolasnak, nem lehet matematikai Gton

7z

eloallitani 6ket. Azért hasznaljuk Sket, mert ha nem ezt tennénk, akkor maga Andrej Nyikolajevics
Kolmogorov nézne rank sztirds szemmel a felhd szélérdl amin most 16gatja a 1abét, ezt pedig igazan
nem akarhatjuk. Az ilyen, bizonyitds nélkiil elfogadott allitdsokat szokds axidménak nevezni; amirdl
tehat most sz6 van, az a valészintiségszamitas Kolmogorov-féle axiémakon alapulé felépitése®. Lét-
jogosultsagat az adja, hogy ezt a jegyzetet az ember elolvashatja egy mobiltelefonon, ami mobilneten
keresztiil hozta be, mikdzben zenét hallgat rajta, €s azért tudja, hogy merre kell sétalnia, mert egy Fold
koriil keringd miiholdakrdl sugéarzott jelbdl a mobilja néhdny méteres pontossiggal meg tudta hatiroz-
ni, hogy hol van. Nem kell magyarazni, hogy ezek mindegyike elképesztéen mély sztochasztikat (is)
igényel... és a mellékelt abra szerint meglehetsen jol miikodik.

Semmi masra nincs tehat sziikségiink, ebb&l a harombol axiémabol 1étrehozhaté a valdszintiségszamitas
egész épitménye.

1.4. A valésziniiség interpretacioi

A val6szinti az, ami legtobbszor
megtorténik.

Arisztotelész

Nagyon fontos 14tni, hogy ez eddig egy tisztdn matematikai konstrukcié volt, nem kellett, hogy barmi
koze legyen a val6saghoz. Mondhatom azt, hogy egy szabalyos kockaval dobva {1} — 0,9, és tessék,
nem tortént semmi. Nem robbant fel a szamit6gép, fel lehet erre is épiteni egy valdszintiségi modellt
(mindaddig természetesen, amig a hirom axiémat betartjuk!).

...persze azért mi szeretnénk, hogy a modelljeinknek netidn valami koze is legyen a valésagos jelensé-
gekhez. Azt szeretnénk, hogy vonatkoztathat6 legyen a valdsigra, az elméleti konstrukcidnkat tudjuk
valamilyen kézzelfoghaté dologként értelmezni. Ezt szokas a val6sziniiség intrepretaciéjanak nevez-
ni.

Ezzel megint részint a filoz6fia targykorébe keriiliink, amit ismét alapvetSen el fogok keriilni, e helyiitt
talan elég egy ilyen interpretaciét megemliteni — részben, hogy érthetd legyen, hogy fogalmilag mit
jelent az, hogy ,,a valdszinliség interpretacioja” részben mert ez az egyik legérthetdbb, és részben mert
a gyakorlatban is ezt hasznaljak a legtobbszor (beleértve a statisztikai alkalmazasokat is).

SMint azt ez a megfogalmazas is sejteti, lehetséges més axiémakbol is felépiteni valoszintiségszamitast (akér egészen meg-
lepé mddokon is, példaul megengedhetiink negativ valdsziniiséget is), de az elsoprden legnépszeriibb a Kolmogorov-féle
axiomatizalas.
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Ez a val6szinfiség frekventista interpretacidja, aminek az alapgondolata borzasztdan egyszerfien el-
mondhat6. Fogjunk egy dobdkockét és kezdjiik el dobalgatni, feljegyezve, hogy hanyszor dobtunk —
mondjuk — 2-est. Nevezziik ezt a 2-es dobés gyakoriségénak4 a kisérletsorozatunkban. Ez 6nmagaban
nem tdl izgalmas: nyilvdn annal nagyobb lesz, minél hosszabb a kisérletsorozat, tehat minél t6bbszor
dobtunk. Nézziik inkabb azt, hogy az esetek mekkora hdnyaddban dobtunk 2-est, tehat a gyakorisagot
Osszuk el a dobasok szdmaval; ezt szokas relativ gyakorisdgnak nevezni. Ha ezt 4brazoljuk grafikusan
a dobasok szamanak fliggvényében, akkor valami ilyesmit kapunk:

o

[N)

o
|

0.10 —

0.05 —

2—es dobasok aranya

0.00 -
| | | | | |

0 2000 4000 6000 8000 10000

Kisérletsorozat hossza (dobasok szama)

(En ezt persze most szamitégépen szimulaltam, azonban barmilyen elképeszts, de a héskorban, a 18.
szézadban tényleg végrehajtottak ilyen és ehhez hasonld kisérletsorozatokat kézzel, majd abrizolték az
eredményt mint itt!)

Azt latjuk tehit, hogy a relativ gyakorisag, szemben a sima gyakorisiggal, nagyon is izgalmasan vi-
selkedik: tgy tlinik, hogy az értéke konvergal valamihez! Ha ezt sokszor megismételjiik, akkor mind
hasonl6 képet kapunk, a relativ gyakorisag — ebben a példaban — 1/6-hoz tart. Forditva megfogalmazva
azt is mondhatjuk: a relativ gyakorisag értéke ingadozik valamilyen érték, mint itt az 1/6 koriil — és a
frekventista interpretdcié azt mondja, hogy ez az érték épp a valoszinliség lesz.

Nagyon egyszertien szélva tehat a frekventista interpretacid a kovetkezs: a valészinliség az, amihez a
relativ gyakorisag tart! Ennek az interpreticidonak kés6bb még sok egyéb vetiilete is lesz, de szamunkra
most ennyi elég: a val6sziniiség absztrakt, matematikai fogalmat hozzédhorgonyoztuk valamilyen tényle-

ges valdsdgban tapasztalhatd, fizikai jelenséghez. Hiszen a frekventista interpretacid igy azt mondja: ha

“Innen jon ennek az interpretaciénak az elnevezése. Csak sajndlni lehet, hogy a mai értelemben vett valésziniiségszamitas
még nem létezett a nyelvijitas kordban, kiilonben egész biztosan beszélhetnénk gyakorisigista értelmezésrdl. Ugyhogy
folytassuk is kalandozasunkat a viszonyatlan hihetéség-szamitas terén!
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tudni akarjuk egy esemény valdszinfiségét, akkor végezziink egy jo hosszi kisérletsorozatot, szdmoljuk
az esemény relativ gyakorisagat, és nézziik meg, hogy ez mihez tart.

Szabélyos kockéndl azt fogjuk tapasztalni, hogy minden kimenet azonosan 1/6 valdszintiségli, és hogy
barmely esemény valdszintisége a benne 1év kimenetek darabszdma szorozva 1/6-dal. (Tehat példaul
a paros dobds valoszinfisége 3 - é = 3/6 = 1/2, annak val6sziniisége, hogy a dobott szdm 5 vagy annél

nagyobb 2 - ¢ =2/6 = 1/3.)

Ahogy mondtam, a tovabbi interpretaciokrél nem akarok itt besz€lni, de taldn azért arra érdemes fel-
hivni a figyelmet, hogy miért vannak egyaltalan tovabbi interpretacidk, milyen problémaig vannak a
frekventista iskolanak. Egyetlen illusztracio, csak gondolatébresztés gyanant: teljesen természetesnek
vessziik, ha a hirad6 végén az idGjarasjelentés azt mondja, hogy ,,30% a valésziniisége annak, hogy
holnap esni fog az es6”. De gondoljuk csak jobban végig, milyen értelemben beszEliink itt valdszinii-
ségr6l? Frekventista értelemben? Azaz ha nagyon sokszor kiprobdlnank, hogy holnap esik-e az esd,
akkor a probak nagyjabdl 30%-aban taldlnank azt, hogy esik az esé...?

1.5. A feltételes valésziniiség

Bér ez a fogalom csak valamilyen technikai aprésagnak tlinhet, valdjaban egy borzaszté fontos koncep-
ciérdl van.

Az alapkérdés az, hogy hogyan tudunk a valdszinfiségbe valamilyen ismert informdciot beépiteni. Més
széval, ha tudjuk, hogy valami megtortént, akkor ezen informécié fényében hogyan mddosul esemé-
nyek valdszinlisége? Hiszen ha van valamilyen részleges informacidnk, az nagyon is befolyasolhatja a
valdésziniiségét egy eseménynek, példaul megtudjuk azt, hogy a dobott szam 3 vagy anndl kisebb, az
modositja annak a valdszinliségét, hogy péarosat dobtunk (ahhoz képest mintha nem tudnank semmit).
Az elnevezés nagyon szerencsés, hiszen ezt ugyis kiolvashatuk: feltéve, hogy legfeljebb 3-ast dobtunk,
mennyi annak a valdszintisége, hogy parosat dobtunk? A matematikusok igy szoktak beszélni, de ehhez
mindig tartsuk észben, hogy a ,,feltéve” sz6t az elébbi értelmeben kell venni: ha ismerjiik azt az infor-
maciét, hogy legfeljebb 3-ast dobtunk, akkor ennek figyelembevételével, azaz ennek fennéllasa esetén
mennyi a valészinfisége a paros dobdsnak. Lényegében az a kérdés, hogy valamilyen allitast igaznak
fogadva el (legfeljebb 3-ast dobtunk), erre szoritkozva, tehat lesziikitve a vildgunkat arra, ahol ez igaz,
ezen beliil mekkora a paros dobds valdsziniisége.

Ez a legutols6 megfogalmazas mar az utat is mutatja a szamitashoz. Nevezziik A-nak azt az eseményt,
aminek a val6szintiségére kivancsiak vagyunk (az el6z6 példaban A = {[J, [, E1}), B-nek pedig a
feltételét, tehat amirdl tudjuk, hogy megvaldsult (B = {[1, [, [:1}). Mi a valdszintisége, hogy péro-
sat dobtunk, feltéve, hogy legfeljebb 3-ast dobtunk? Abban a vildgban vagyunk, amiben igaz, hogy
legfeljebb 3-ast dobtunk, és azt kérdezziik, hogy — ezen beliil! — mekkora val6szintiséggel dobtunk
parosat.

A kérdés megvalaszolasahoz legjobb a festévaszonra rajzolt pacas analdgia, ahol az események a pacak,
és a valoszinliség pedig az, hogy a paca a vdszon mekkora részét teszi ki. (Hiszen a pacénak a teriiletét
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mérjiik, mégpedig igy, hogy 1-nek a vaszon teriiletét neveztiik.) Mit mondtunk most? Azt, hogy abban
a vilagban vagyunk, amiben a B, a feltétel teljesiilt, erre sziikitjilk magunkat. Ez tehat azt jelenti, hogy
a festdvaszon helyett a vildgunkat a B pacara szlikitjiik le, és azon beliil kérdezziik, hogy mekkora A
teriilete. Mivel ez utébbi (B-n beliil A teriilete) nem méas, mint A és B kozos teriilete, igy a kérdésiink
egyszerlien annyi: A és B paca kozos része B mekkora részét — nem a vdszon mekkora részét — teszi ki!
Ami persze nem mas, mint A és B koz0s teriilete osztva B teljes teriiletével:

Igy tehat kapjuk a feltételes valosziniiség definicijat, melyet Ggy jeloliink, hogy P (A | B), ahol A
valészinliségét kérdezziik és B a feltétel:

P (A, B)

P(A|B) = PB)

ahol A, B-vel jeloltiik azt, hogy ,,A és B” (igy a valészintiségiiket a P (A, B) jeloli).

igy lehet tehat egy ismert informaci6 (B) beépitésével igymond pontositani egy valdszintiséget! P (A)
a valGszinliség mieldtt megtudnank barmilyen plusz-informaciét, szoktak emiatt ezt prior valészinii-
ségnek nevezni, P (A | B) pedig a valdsziniliség miutdn megtudtuk B-t, szoktdk ezt ezért poszterior
valészintiségnek nevezni. A feltételes valdszinliséggel tehat be tudjuk épiteni az Gj ismeretet valami-
lyen val6szinfiségi kérdés megvalaszolasaba.

Az el6bbi példankat folytatva, szabalyos kockanél annak a valdszinflisége, hogy ,,parosat dobunk és
legfeljebb 3-ast dobunk” ([P (A, B)) 1/6, hiszen az egyetlen kimenet aminél el6fordul az a 2-es dobés,
és emlékezziink vissza, hogy szabalyos kockanal egy esemény valdsziniisége a benne 1évé kimenetek
darabszdma szorozva 1/6-dal. Annak a valésziniisége, hogy legfeljebb 3-ast dobunk ([P (B)) ugyanezen
logikéaval 3/6 = 1/2, igy a keresett feltételes valdszintiség: % = 1/3. A kérdésiinket tehat most mar
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meg tudjuk védlaszolni: annak a val6szinlisége, hogy péarosat dobtunk, feltéve, hogy legfeljebb 3-ast
dobtunk 1/3.

(Eszrevehetd, hogy az osztdsnak nincs értelme, ha P (B) = 0. De hét ez logikus is: egy 0 valdszinfi-
séggel bekovetkez6 eseménynél nincs sok teteje egy olyan kérdésnek, ami gy kezdédik, hogy ,.feltéve,
hogy ez bekovetkezik...”.)

A fenti definici6t atrendezhetjiik a kovetkez6 formaba: P (A, B) = P (A | B) - P(B). Ez kiolvasva
azt mondja, hogy két esemény egyiittes bekdvetkezésének a valdszinlisége egyenld a feltételes valo-
szinliséggel szorozva a feltétel valoszintiségével. Persze az egyiittes valdszinliség szimmetrikus (A, B
ugyanaz, mint B, A, hiszen az nyilvidn mindegy, hogy azt mondom, hogy ,,A és B is bekovetkezett”
vagy azt, hogy ,,B és A is bekovetkezett”), P (A, B) = P (B, A), ezért nyugodtan irhatjuk ezt is:
P(A,B)=P(B| A)-P(A).

Kiilon emlitést érdemel, ha két eseményre teljesiil, hogy P (A | B) = P (A). Ez magyaran azt jelen-
ti, hogy B ismerete nem vdltoztatta meg A valdszinliségét: az 0j informacié se nem csokkentette, se
nem novelte A fennallasdnak a valdszintségét. Ilyenkor szoktdk azt mondani, hogy A és B fiigget-
len események®. A ,paros dobas” és a ,legfeljebb 3-as dobas” tehat nem fiiggetlen események: 1/2
a val6sziniisége annak, hogy parosat dobunk (6nmagaban, semmi mast nem tudva), de 1/3, ha tudjuk,
hogy legfeljebb 3-ast dobtunk, tehat erre feltételeziink. A paros dobds valoszintisége tehat megvaltozott,
a poszterior valoszintisége nem ugyanaz mint a prior valészintisége. Azonban ,,parosat dobunk” és a
»legfeljebb 2-t dobunk” mar fiiggetlenek: a legfeljebb 2-t dobtunk ismeretében ugyantigy 1/2 a paros

dobas valdszinlisége, mint ezen ismeret nélkiil.

Helyettesitsiik be a fiiggetlenség definici6jat a feltételes valdszintiség definicidjaba: P (A | B) =
PA) = %. A masodik egyenl6ségjel két oldalat véve és [P (B)-vel beszorozva azt kapjuk,
hogy ha két esemény fiiggetlen, akkor P (A, B) = P(A) - P(B). Fiiggetlen események egyiittes

bekovetkezésének a valdszinfisége a kiilon-kiilon vett valdszinliségeik szorzata.

Ebbdl az alakbol még egy dolog lathatd rogton. Ha a P (A, B) = P (A) - P (B) egyenldség mindkét
oldalat P (B)-vel osztjuk le, akkor kapjuk azt, amivel inditottunk, hogy ti. P(A | B) = P (A). De
teljes mértékben jogunkban all P (A)-val leosztani, ez esetben azt kapjuk, hogy P (B | A) = P(B).
(Ne feledjiik, ha egy egyiittes valoszintiséget leosztunk az egyik tag valdszinfiségével, akkor feltételes
valdszintiséget kapunk: a masik tag feltételes valdszintiségét feltéve azt, amivel leosztottunk.) Tehat
a fiiggetlenség P (A | B) = P (A) definicidja automatikusan jelenti azt, hogy sziikségképp egyuttal
P(B| A) = P(B) — azaz a fiiggetlenség valosziniiségi fogalma szimmetrikus, ha az egyik esemény
fliggetlen a masiktol, akkor a masik is fiiggetlen az egyiktdl.

SA valbszintiségi értelemben vett fiiggetlenségnek nem feltétleniil van koze a ,fiiggetlenség” hétkoznapi értelméhez, mond-
juk, hogy az egyik nem okozza a méasikat: egyszer{ien annyit jelent, hogy A esemény B-n beliili teriilete B-hez viszonyitva
ugyanannyi mint A egész teriilete a festévaszonhoz viszonyitva.
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1.6. A Bayes-tétel

Egy nagy hiri — és tényleg rettentd fontos — tétel fog kovetkezni, ami azonban grandi6zussaga ellenére
valdjaban pofon egyszerlien kihozhatd, tulajdonképpen csak a feltételes valdszinliség definicidjat kell
kétszer alkalmazni. Egyfel6l ugye azt mondtuk, hogy P (A | B) = Pﬂ%sl); ) masrészt azt is megallapi-
tottuk — persze ugyanebbdl levezetve! —, hogy P (A, B) = P(B | A) - P (A). Tulajdonképpen semmi
masra nincs sziikségiink, mint hogy 0sszerakjuk a kett6t, a masodikb6l szdrmazo P (A, B)-t beirjuk az

elsd szamlalojaba:

P(B| A)-P(A)

P(A|B) = 55

Es ennyi, ezzel meg is kaptuk a hires-nevezetes Bayes-tételt! A nevét Thomas Bayesrdl, egy 18. szdzadi
angol presbiterianius lelkészrdl kapta, aki el6szor alkalmazta ezt az elvet (igaz, irasban csak halal utan
jelent meg az errdl sz616 kozleménye).

Miért fontos ez a tétel? Rogton megértjiik, hogy mire hasznalhat6, ha a két végét nézziik: egyik oldalon
P (A | B) van, a masikon P (A). Mit mondtunk? P (A) az A esemény valdsziniisége anélkiil, hogy
barmi tobbet tudnank, P (A | B) pedig a valdsziniisége B ismeretében, tehit beépitve azt az informéacidt,
hogy B megtortént. Azaz: a Bayes-tétel az, ami ténylegesen lehetové teszi egy informdcié beépitését
a valo6szinliségbe! Hasznalva a koradbban bevezetett szép kifejezéseket: lehetvé teszi, hogy a prior

valdszintiségekrSl — az informacio felhasznalasaval — attérjiink a poszterior valdszintiségekre.

Késébb béven latunk még arra példat, hogy ennek miért van hatalmas jelent6sége; most nézziink il-
lusztracié gyanint egy nem statisztikai példat!

Legyen A az, hogy egy vizsgalt személy szenved egy betegségben, B pedig az erre vonatkozd pozitiv
lelet. Amennyiben az orvosi diagnosztika biztos lenne (ami — vegyiik észre — azt is jelenti, hogy nem
sztochasztikus!), azaz a pozitiv lelet azt jelenti, hogy biztosan betegek vagyunk, a negativ pedig azt,
hogy biztosan nem, akkor semmi probléma nincs, és nincsen sziikség valdszinliségszamitasra. Sajnos
azonban a legtobb esetben nem ez a helyzet: a teszt néha még egészséges embernél is pozitiv lesz, és
néha betegnél is negativ. (Tokéletlen ismeretek, ugyebar!) Az, ha ebben a helyzetben végiggondoljuk
a Bayes-tételt, egyuttal egy gyakorlatban is sok meglepetést okoz6 helyzetre is felhivja a figyelmet.

Nézziink egy konkrét esetet! A kullancs terjesztette betegségek koziil kettd igazan fontos a gyakorlatban,
a kullancs terjesztette agyvel6gyulladés és a Lyme-kor. Ez utébbi lesz kis példank alanya. A Lyme-kor
diagnosztizaldsa sajnos nem konny( feladat. Kiilonféle okokbol kifolyolag a kdrokozé kdzvetlen kimu-
tatisa altaldban nem lehetséges, ezért Gn. szeroldgiai vizsgalatot végeznek, mely a kdrokozd jelenlétére
adott immunvalaszt igyekszik kimutatni. Sajnos emiatt az egészséges emberek egy részében is pozitiv
lesz a teszt, példaul mert korabban atesett fert6zésen, de az immunoldgiai jelei még nem mdaltak el, ezt
fogja a teszt — hibasan — jelenleg is zajlé betegségnek hinni. A jelenleg legjobb tesztekkel nagyjabol
99% ,,csak” annak a valdszinilisége, hogy egy egészséges embernél tényleg negativ leletet ad, tehat az
esetek 1%-aban fordul el6 az el6bb leirt tévedés. Hasonloképp, néha az is el6fordul, hogy egy beteg

P

embert tévesen egészségesnek mindsit, példaul mert a vizsgilat id6pontjdban még nem alakult ki az
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immunvélasz, igy hidba beteg az alany, a teszt azt fogja hinni, hogy nincs baja. A jelenleg legjobb
tesztekkel mintegy 90% annak a valdszintisége, hogy egy beteg alanynal tényleg pozitiv lesz a teszt,
10% valdszintiséggel téved, és a betegnél hibasan negativ leletet ad.

Vegyiik észre, hogy ezek a szamok mind feltételes valdszintiségek! 99% a valdszinlisége, hogy egész-
séges embert egészségesnek mindsit? Ez tehat azt jelenti, hogy feltéve, hogy egészséges az alany, 99%
a valGszintisége, hogy negativ lesz a lelet. Hasonloképp: 1% a valdszinlisége — az elbbibdl adoéddan
—, hogy egészséges alanynil tévesen pozitiv leletet ad. Ezt pedig gy mondhattuk volna, hogy jobban
latszédjon, hogy mit6l feltételes valoszintiségrél van sz6: feltéve, hogy egészséges az alany, 1% a valo-
szinlisége, hogy pozitiv lesz a lelet. 90%, hogy feltéve, hogy betegek vagyunk pozitiv a lelet, és 10%,
hogy feltéve, hogy betegek vagyunk mégis negativ a lelet. Ez tehit mind feltételes valdsziniliség, ahol
arra feltételeziink, hogy igazabdl mi az allapotunk, és annak a val6szintiségét kérdezziik, hogy a lelet
milyen lesz.

Ennyi el6zmény utdn nézziik meg a kdvetkezd javaslatot: ,,a biztonsag kedvéért érdemes mindenkinek
elmennie néha Lyme-kor tesztre, akkor is, ha nincsenek tiinetei!”. Els6 ranézésre nagyon szimpati-
kus tanacsrél van sz6: mindannyian tudjuk, hogy mennyire fontos a betegségek megelézése, ezerszer
halljuk, hogy jarjunk rendszeresen szfirésekre stb. Ha azonban egy nagyon kicsit utdnaszamolunk a
dolognak, akkor meglepd dolgokra bukkanunk.

7 2

A kérdés: ha pozitiv lett a Lyme-kor tesztiink (emlékezziink vissza, igen kit{ing tesztrdl van sz6, 90% és
99% a josaga a két értelemben!), akkor mekkora valésziniiséggel vagyunk tényleg Lyme-korosak? (Bor-
zaszto tanulsdgos megkérdezni ismerdseinket anélkiil, hogy elmesélnénk nekik, hogy miért kérdezziik,
csak megkérve 6ket, hogy ,,zsigerb6l” valaszoljanak.) Az emberek tilnyomo része azt fogja monda-
ni, hogy nagyon valdszin(i, hogy betegek vagyunk, a legtipikusabb vélaszok a 90, meg a 99% lesznek.
Hiszen hat meg is mondtuk, hogy ilyen j6 a teszt, akkor most igazabdl mi ezen a nagy kérdés...?

Szamoljunk egy picit! Ahogy mondtuk, legyen A az, hogy Lyme-korosak vagyunk, B az, hogy pozitiv
lett a szerol6giai tesztiink. Mit kérdeztiink, hogy mekkora valészintiséggel vagyunk betegek, ha pozi-
tiv a tesztink? Ez épp P (A | B). Az el6z6 okfejtés hibdja e ponton azonnal latszik: a 90% az nem
ez, hanem az, hogy ha betegek vagyunk akkor mekkora val6sziniiséggel lesz a teszt is pozitiv, tehat
P (B | A)! Pont a forditott iranyu val6szintiség! Ez tehat hibas, de akkor mi a helyes okfejtés? Erre lesz

vélasz a Bayes-tétel.

Két dologra van sziikségiink, az egyik P (A), a betegség prior valdszinfisége, tehat, hogy mindenféle
tesztelés el6tt mennyi annak a valdszintisége, hogy betegek vagyunk. Erre szerencsére most konnyf
vélaszolni, ha ugyanis megfogadjuk a tanécsot, akkor ez igen j6 kozelitéssel annyi lesz, mint a betegek
aranya az osszlakossagon beliil, ez ma Magyarorszagon kb. 1/1000. (Miért mondtam, hogy igen jo
kozelitéssel? Ezt nagyon fontos érteni: a betegek ardnya az igazab6l nem mas, mint a betegek relativ
gyakorisdga — hany beteg van: gyakorisdg, mekkora az aranyuk: relativ gyakorisdg — é€s a magyar lakos-
sag tizmillios 1étszdma azt jelenti, hogy itt egy tizmilli6é hosszi, tehdt hatalmas nagy kisérletsorozatot
végeztiink, igy a relativ gyakorisag mar igen kozel lesz a valoszintiséghez.) Kell még PP (B), annak a
valészinlisége, hogy a teszt pozitiv, semmit nem tudva arrol, hogy egészségesek vagyunk-e. Hogyan
kapjuk meg ezt? Ehhez egy pici triikkot® be kell vetniink: a ,teszt pozitiv és egészségesek vagyunk”,

SE triikk logikajét teljes valésziniiség tételének szoktik nevezni.
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valamint a ,,teszt pozitiv és betegek vagyunk” két kizdré esemény (egyszerre nem 4llhat fenn mindket-
t6) igy a ,,vagy”-gyal 6sszekapcsoltjuk valdszinlisége a kiilon-kiilon vett valoszintiségeik 6sszege. Mi a
»vagy’-gyal 0sszekapcsoltjuk? A ,teszt pozitiv és egészségesek vagyunk vagy a teszt pozitiv és betegek
vagyunk”? Azt, hogy a ,.teszt pozitiv” azt felesleges kétszer lefrnunk az meg, hogy ,,betegek vagyunk
vagy egészségesek vagyunk” az olyan, mintha nem irtunk volna semmit, tehat 6sszességében ez az,
hogy ,.a teszt pozitiv”’ — épp amire sziikségiink van! So far, so good, ahogy a miivelt francia mondana,
akkor mar csak kell annak a valészinfisége, hogy a ,teszt pozitiv és egészségesek vagyunk”, meg an-
nak, hogy a ,.teszt pozitiv és betegek vagyunk”. Nindkett6 egy egyiittes valdszinliség, aminek nagyon
megoriiliink, mert ravagjuk, hogy az pedig nem mas, mint a feltételes valdszintiség szorozva a felté-
tel valészinliségével! Tehat annak a valészinlisége, hogy a teszt pozitiv és egészségesek vagyunk nem
mas, mint annak a feltételes valdszintisége, hogy a teszt pozitiv feltéve, hogy egészségesek vagyunk
(ez tudjuk! 1%) szorozva annak a val6sziniiségével, hogy egészségesek vagyunk (1 — 1/1000 = 0,999).
Teljesen hasonldan annak a val6szinfisége, hogy a teszt pozitiv és betegek vagyunk nem més mint annak
a feltételes valdszintisége, hogy a teszt pozitiv feltéve, hogy betegek vagyunk (90%) szorozva annak a
valdszintiségével, hogy betegek vagyunk (1/1000). Az elébbi szorzat tehat 0,01 - 0,999 = 0,00999, az
ut6ébbi 0,9-0,001 = 0,0009, és amint megbeszéltiik, a keresett valdsziniiség egyszeriien e kettd 6sszege:

P (B) = 0,00999 + 0,0009 = 0,01089.

Es ezzel minden megvan, bevethetjiik a Bayes-tételt:

P(B|A)-P(A) 090,001
P (B) "~ 0,01089

P(A|B) = = 0,083.

Az eredmény tehat az, hogy ha pozitiv a leletiink, akkor 8,3% a val6szinlisége annak, hogy tényleg
betegek vagyunk! Nem 90, meg 99%, 8,3...! A pozitiv leletiink azt jelenti, hogy még 10%-ot sem éri
el annak a val6szinfisége, hogy tényleg betegek vagyunk!

Az els6 és legfontosabb ezen eredmény kapcsan, hogy ne gy tekintsiink ra, hogy itt kijott egy elég
megdodbbentd dolog ,,valami matematikai hokuszpdkusz” eredményeként. Ertsiik meg, hogy mi ennek
a megdobbentd eredménynek az oka! Ertsiik a jelenség okat, ne fogadjuk el, hogy valami szdmok
ledaralasabol ez jott ki, €s hat akkor ez van.

Mi a hibas kezdeti benyomasunk oka? Hogy lehet, hogy mikozben a teszt kittinGen, 90 meg 99%
joséggal miikodik, de a pozitiv lelet mégis 90%-nal is nagyobb valdszintiséggel azt jelenti, hogy igazabol
nem vagyunk betegek...? Kezdjiik az elején: az érdekel minket, hogy ha pozitiv a leletiink, mekkora
valészintliséggel vagyunk betegek. Ki kap pozitiv leletet? Az, aki beteg, és a teszt jol miikodik néla, meg
az, aki egészséges, de a teszt sajnos hibas eredményt ad az esetében. Hany alany jon a kétféle forrasbol?
Elsére azt gondolhatnank, hogy az el6bbi lesz a tilnyomo tobbség, hiszen ha valaki beteg, akkor a teszt
90% valoszintiséggel jol miikodik néla, mig ha egészséges, akkor mindossze 1% valoszintiséggel lesz
hibas. Csakhogy ez hibas logika! A kutya ott van elasva, hogy a betegség ritka, azaz nagyon alacsony
a tesztelés eldtti valdszintisége annak, hogy betegek vagyunk, minddssze 1/1000. Emiatt ezerszer tobb
egészségeset fogunk tesztelni, mint beteget. Es ebben van a kulcs: az ezerszer tobb egészségesnek
hiaba csak 1%-a lesz pozitiv, de az ezerszer tobb egészségesnek még az 1%-a is tobb, mint az ezredannyi
beteg 90%-a! Ezen milik a dolog. Kicsi a valdszintisége, hogy egy egészségest elnéz a teszt, de annyival
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sokkal-sokkal-sokkal tobb egészségeset teszteliink, hogy még ezeknek a kicsi hanyada is tobb lesz, mint
a helyesen azonositott betegek. Igy végeredményben a pozitiv leletet kapd betegek tobbsége helytelentil
azonositott egészséges, és nem helyesen azonositott beteg lesz.

Fontos azért azt is latni, hogy nem arrdl van szd, hogy a teszt rossz. A teszt bizonyos értelemben
nagyon is miikodott: a pozitiv lelet 1/1000-r61 kb. 10%-ra, azaz két nagysdgrenddel emelte annak a
valdésziniiségét, hogy tényleg betegek vagyunk! Az méar egy masik kérdés, hogy nagyon alacsonyrél
indultunk, igy az emelés utdni érték is elég alacsony lett.

A példa arra is felhivja a figyelmet, hogy mennyire fontos, hogy ne keverjiik 0ssze a feltételes val6szinii-
ség irdnyat, hogy P (A | B)-r6l vagy P (B | A)-rdl beszéliink. Amire feltételeziink, az mindig az ismert
informacid — hiszen a feltételes valdszintiség épiti be ezt az informaciét. Ha ilyen szemmel nézziik a
példat, akkor lathatjuk, hogy a 90% meg a 99%-os josagértékek a teszt josdga szempontjabol relevan-
sak, de a gyakorl6 orvosnak, aki beteget kell, hogy diagnosztizaljon, nem fontosak: az nem érdekes,
hogy feltéve, hogy beteg az alany mekkora val6szinliséggel pozitiv a teszt, hiszen ilyenkor olyasmire
feltételeziink, amit az orvosi rendel6ben nem tudunk, és annak a valészintis€gét kérdezziik meg, amit
tudunk! Természetes, hogy ennek pont a forditottja kell, arra kell feltételezniink, amit tudunk (pozitiv
a teszt), és annak a val6szinfiségét kell megkérdezniink, amit nem tudunk (beteg-e az alany). Ehhez
kell a Bayes-tétel, de a fentibdl 1athatd, hogy a kettd nagyon nem ugyanaz. Azért nem, mert az irdny
~-megforditdsidhoz” bejon a képbe a prior valdszinliség.

1.7. A valésziniiségi valtozo6

A matematikadra nehéz. Nem megyiink
vasarolni?

Barbie (1992-es ,, Beszéld Barbie” kiadds)

Az utols6 pont amit meg kell targyalnunk, tulajdonképpen a kiindul6pont a valoszintiségszamitas mé-
lyebb (és matematikailag is intenzivebb) targyalasahoz, itt azonban mégis csak roviden fogunk vele
foglalkozni, mert a tovabbiakhoz nekiink nem igazan lesz ré sziikségiink.

Az alapprobléma a kovetkez8: nagyon sokszor jol jon, ha a egy véletlen kisérlet eredményével valami-
lyen miiveletet tudunk végezni. Példaul szeretnénk beszélni két kockadobas 0sszegérdl vagy tiz ember
atlagos testtomegér6l. Ez els6 ranézésre nyilvanvald (ha az egyikkel 2-est dobtunk a masikkal meg
3-ast, akkor az 0sszeg 5), de val6jaban nem az. A probléma, hogy a véletlen kisérlet eredménye az,
hogy [J meg az, hogy [t ezeket pedig aligha lehet 0sszeadni! A testtomeges példan talan kevésbé
egyértelmd, de ott is errdl van sz6, a kimenet nem az, hogy 70, hanem az, hogy ,,70 kg”. De még

vilagosabb, hogy mi a probléma, ha pénzérmét dobunk fel, ahol a két kimenet ,.fej” és ,,iras”, széval ez
még feliiletes szemlélének sem érthetd gy, hogy magatél miikodnek a miiveletek.

Elvileg persze lehetne mindenféle miiveleteket bevezetni a kimenetekre is, de minek? Egyrészt a nul-
larol kellene ezeket felépiteniink, masrészt minden eseménytérre kiilon-kiilon meg kellene tenniink,
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mikozben van egy nagyon jol ismert és jOl értett matematikai struktdrank az ilyen mfiveletek elvégzé-
sére... ugy hivjak, hogy szdm. Nem lenne jobb inkabb azzal t6r6dni, hogy leképezziik az eseményteret
szdmokra, és ezzel el is van intézve a probléma? Riadasul igy egységesek lehetnénk, hiszen minden
eseményteret ugyanarra az objektumra képettiik le, a valds szdmokra.

A dolog nem is tlinik nehéznek: a [J-hoz rendeljiik hozza azt, hogy 2 (mint szdm), a ,,70 kg”-hoz azt,
hogy 70 (mint szam), a ,,fej”-hez azt, hogy 1 (6nkényesen, itt nincs olyan természetesen hozzarendelés)
és igy tovabb. Az ilyen leképezést, fiiggvényt, ami minden kimenethez hozzéirendel egy valds szdmot,
valésziniiségi valtozonak nevezziik. A valésziniiségi valtozokat altaldban az X, Y, Z, ... betlikkel je-
16]jiik, tehat példaul egy lehetséges hozzarendelés, hogy [1 — 2, amit gy is irhatunk, hogy X ([) = 2.
(Vigyazat, nincs kapcsos zar6jel! Nem az eseményhez, hanem a kimenethez rendeliink szamot.) Diszk-
rét eseménytérnél diszkrét valdszintiségi valtozordl, folytonos eseménytérnél folytonos valdszintiségi
valtozo6rdl szokas beszélni.

A valdszinfiségi véaltoz6 hasznélataval tehat a kimeneteket leképezziik szdmokra, amin mar jol el tu-
dunk boldogulni. Nagyon fontos, hogy ezzel a valésziniiségeket is dtvissziik a szdmokra, csak egy kis
megallapodast kell tenniink: ha azt mondjuk, hogy mi annak a valészintisége, hogy X = 3, azt ugy
értjiik, hogy mi azon kimenetekbdl 4ll6 esemény valdszinfisége, amely kimeneteket a valdszinliségi
valtozd a 3-ba képezi (ami esetiinkben egyszerfien a { [:]} valoszinlisége), ha azt mondjuk, hogy mi
X < 3 val6szintisége, azt ugy értjiik, hogy mi azon kimenetekbdl all6 esemény valdsziniisége, amely
kimeneteket a val6szinfiségi valtozé 3-nél kisebb szamba képezi (jelen esetben az {1, [} esemény
valészinlisége) és igy tovabb. Es ezzel kész is vagyunk! Mindenféle ilyen szdmhalmaznak, tehat adott
szamnak, tobb szamnak, intervallumnak stb. meg fogjuk tudni adni a valdszintiségét. Ezzel X -re ugy
is tekinthetiink mint egy szadmra, csak épp nem adott szdmra, hanem egy olyan valamire, ami tobbféle
szamot is felvehet értékiil — de nem akarhogy, hanem bizonyos eloszlast kovetve.

(Egyediil arra kell figyelniink, hogy a valds szamok koziil azokhoz akarjunk valészinliséget rendelni,
de azokhoz mindegyikhez, amivel tényleg jol tudunk banni — mert nem minden szamhalmaz ilyen. Ez
annyi megkdotést jelent, hogy a j6l kezelhetd halmazokba képez8d6 kimenetek legyenek megfigyelhetd
események, hiszen emlékezziink vissza, a megfigyelheté események halmaza épp az, amihez valdszi-
nfiséget rendeliink.)

Annak a valészinliségét, hogy a valoszintliségi valtozé egy adott szamnal kisebb, tehat X < x valdszind-
ségét (vigyazzunk a kis- és nagybetlikre! bal oldalon X, tehat a valdszinfiségi valtozé van, jobb oldalon
x, ami egy altalunk megadott tetszleges valos szam) a valosziniiségi véaltozé eloszlasfiiggvényének
szoktik nevezni. Ez csakugyan x fiiggvénye, hiszen minden x-hez megad egy valdszintiséget. Péld4ul
szabalyos kockadobésnal igy néz kis:
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(Figyeljiik meg a nyilt és zart karikakat! Mivel azt mondtuk’, hogy X < x valdsziniisége érdekel
minket, ezért azokat az dbra szerinti mdédon kellett kirakni, példaul pont 1-ben még 0 lesz a fiiggvény
értéke, hiszen 0 valosziniiséggel kisebb a valdszinliségi valtozé mint 1.)

Eloszlasfiiggvénye minden valdszintiségi valtozonak, diszkrétnek és folytonosnak is van.

Diszkrét valdszinliségi valtozonal azokbol az szamokbdl is csak diszkrét sok van, amihez a valészin(i-
ségi valtozé nem nulla valészintiséget rendel, igy altalaban érthetébb képet ad, ha egyszerien ezeket
abrazoljuk:

"Ez a magyar — és az egykori szovjet — szokds. A nyugati irodalmak gyakran X < x valdszintiségével definiljak az
eloszlasfiiggvényt.
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ra, hogy ez a valtoz6 eloszlasa.

Folytonos valtozé esetén zlirdsebb a helyzet: be lehet l4tni, hogy egy folytonos valoszintiségi valtozo
minden konkrét értéket 0 valoszinliséggel vesz fel! (Ha valakinek ezt nem venné be a gyomra — miért
ne lehetne valakinek a testtomege pont 70 kg? — az gondoljon arra, hogy a folytonos eset az olyan,
mintha végtelen pontosdggal mérnénk. Igen, valakinek lehet pont 70 kg a testtomege — egy kilogramm
pontossdggal mérd mérlegelen. De ha lecseréljiik egy jobb, tized kilogramm pontossdgi mérlegre,
akkor kideriil, hogy a 70 kg-nak mértek igazabdl 69,7 vagy épp 70,3 kg-osak. Persze lesz aki még
igy is 70, azaz 70,0, de ekkor vessiink be egy szdzad kilogramm pontossagi mérleget. Ekkor megint
kideriil egy sor emberrdl, hogy igazabo6l nem 70,00 volt a tomegiik. Aki még igy is 70,00 marad, azokat
lemérjiik egy ezred kilogramm pontossagi mérlegen és igy tovabb. Talan igy mar jobban elhihetd,
hogy nulla valdszintiségli esemény, hogy valaki 70,0000000... kg stlyt legyen, ha a pontossaggal a
végtelenbe tartunk.) Persze ez nagyon furcsa lehet, hiszen ha minden értéket nulla valdszintiséggel
vesz fel, akkor meg hogyan lehet, hogy valamilyen értéket mégis 1 valdszinliséggel vesz fel...? De a
végtelen ilyen furcsa dolgokat produkal: véges sok nulla 6sszege nulla, s6t, végtelen soké is, ha az csak
megszdmlalhat6an végtelen — de nem megszadmlalhatéan végtelen nulla 6sszege lehet 1!

Folytonos valdszinfiségi valtozo6 eloszlasfiiggvénye (ne feled;jiik, az 1étezik folytonos valtozora is!) néz-
het ki példaul igy:
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Folytonos valdszinliségi valtozénil annak tehat nincs értelme, hogy milyen valoszintiséggel vesz fel
a valtozo egy adott konkrét értéket (mert az minden értékre nulla), de szerencsére annak van értelme,
hogy mivel ardnyos annak a valdszinfisége, hogy egy adott érték kis kornyezetébe esik a felvett érték.
Ez egyszerii miiveletekkel meghatarozhat6 az eloszlasfiiggvénybdl; az el6bbi esetben igy néz ki:
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Olyat nem mondhatunk, hogy ez a valdszinfiségi valtozé valosziniibb, hogy 70 értéket vesz fel, mint
hogy 40-et (mivel mindkett6t nulla valoszintiséggel veszi fel), de olyat a legteljesebb mértékben mond-
hatunk, hogy val6szintibb, hogy a 70 kornyékére esik, mint hogy a 40 kornyékére. Ezt a fiiggvényt

szokas a folytonos valtozé stirtiségfiiggvényének nevezni (érzékletes szoval: milyen siir{in esik a val-
toz6 egy adott kornyékre); de itt is gyakori, hogy egyszerfien csak eloszlasrol beszélnek.
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2 A kovetkezteto statisztika alapjai

A statisztika sz6 alatt rengeteg dolgot szoktak érteni. Statisztika annak médszertana, hogy hogyan kell
kell megtervezni €s kiértékelni, statisztika, hogy 10 szdmbdl atlagot szamolunk, statisztika, hogy 100
szambdl egy oszlopdiagramot rajzolunk. A statisztika kicsit matematizaltabb teriileteit két nagy csoport-
ra szoktdk osztani, leir6 (deskriptiv) és kovetkeztetd (induktiv) statisztikara. Egyelére nem mondom
meg, hogy ezek a szavak mit jelentenek, mert a sziikséges fogalmakat csak kés6bb fogom bevezetni, de
annyit mindenesetre elarulok, hogy a tovabbiakban ez utdbbirdl, a kdvetkeztetd statisztikardl lesz sz6.
(A deskriptiv statisztika altalaban joval érthetébb, és sokkal kevesebb kérdést vet fel.)

2.1. Egy ravezeto gyakorlat

Baratunktol kapunk egy pénzérmét, mely nem feltétleniil szabalyos, tehit nem biztos, hogy a fej dobas
valoszintisége épp 0,5, azaz 50%. Lehet barmennyi, jeloljiik p-vel, egyediil annyit kossiink ki, hogy
azért nem O és nem 1. A feladat: meghatéarozni p-t, azaz megmondani, hogy mekkora valdszinfiséggel
dobunk fejet. Mit csinaljuk?

A legtobben valdszinfileg mindenféle statisztikai megfontolas nélkiil is azt tennék, hogy elkezdik fel-
dobalgatni a pénzérmét, és szamoljak, hogy hanyszor jon ki fej. Mondjuk, hogy 10-szer dobjuk fel, és
7-szor kapunk fejet. Ijgy fogjuk mondani: ez lett a mintank (a minta sz6 hasznélatdnak oka késébb
még vildgosabb lesz). A statisztika azon teriiletét, ami egy megfigyelt jelenségbdl igyekszik kovetkez-
tetni valamilyen, a jelenség hatterében 1€v6 dologra (jelen esetben a 10 dobasban kapott 7 fejbdl a p-re)
szokas induktiv (vagy kovetkeztet6) statisztikanak mondani.

Mit tudunk teh4t mondani a 10 dobésbdl kapott 7 fej lattan?

o Ett6l még a p elvileg akdrmennyi lehet. Furcsa lenne, ha csak mondjuk 1% lenne (és mégis 10-bdl
7-szer ez jott ki), de nem lehetetlen! Szamoljuk is ki, hogy p = 0,01 mellett mekkora val6szinii-
séggel dobunk 10-bdl 7-szer fejet. Ez esetben els6re 0,01 valoszintiséggel dobunk fejet, masodik-
ra szintén, és ha e kettd dobas fiiggetlen egymastdl, akkor annak a valdszintisége, hogy elsére és
masodikra is fejet dobunk 0,01 - 0,01. (Emlékezziink vissza, hogy fiiggetlen események egyiittes
bekovetkezésének a valdszinlisége a kiilon-kiilon vett bekdvetkezési valdszintiségeik szorzata!)
Hasonl6képp, annak a valészintisége, ha p = 0,01, hogy az els6 harom fej lesz, nem mas mint
0,013 , s annak, hogy az els6 7 fej lesz, 0,017. Pontosan 7 fejet akkor kapunk, ha a maradék 3
dobas mind iras (0,993), igy ennek az egész sorozatnak a valészintisége 0,017 - 0,99°. Annak a
valdszintisége, hogy 10-bdl 7-szer jon ki fej azonban ennél joval nagyobb, hiszen akkor is 7-szer
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jon ki, ha az els6, harmadik, negyedik, ..., nyolcadik lesz fej, akkor is, ha az utols6 7 dobas fej
stb. Némi pofozgatas utan kiligyeskedhetjiik, hogy ennek a val6szintisége: 0,000000000001164.
Hat ez tényleg nem tdl nagy... de nem nulla! Elvileg tehat akkor is dobhatunk 10-b6l 7 fejet, ha
kozben 1% a fej-dobas valdszintisége.

e Mas p valasztasnal azonban mas lesz annak a valészintisége, hogy ha annyi az igazi p, akkor
mekkora val6szintiséggel jon ki 10-bdl 7 fej. Példaul ugyenilyen médon szamolva, p = 0,02-nél
ez 0,000000000144567, p = 0,1-nél 0,000008748, p = 0,5-nél 0,1172 (egyre nd), p = 0,9-nél
0,05740, p = 0,99-nél 0,0001118 (megint csdkken).

Lendiiletbe jottiink! Akkor mar na aprézzuk el, hogy néhany p-nél szamolgatjuk... szamoljuk ki nagyon

7

stirlin 0-t6l 1-ig és abrazoljuk, hogy mit kapunk! Ime:
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Azt, hogy ha az ismeretlen paraméter valddi értéke egy adott szadm lenne, akkor mekkora valdszini-
séggel kapjuk azt, amit ténylegesen kaptunk is, likelihoodnak szokas nevezni. (Most valaki megkér-
dezhetné, hogy miért nem valdszinliségnek hivjuk, hogy egyszer ez egy valészintiség. A kérdés jogos,
ebben az esetben nyugodtan hivhatnank val6szinfiségnek is, mert a pénzfeldobas kimenete diszkrét. Ha
azonban folytonos lenne, akkor is szeretnénk egy ezzel teljesen analég fogalmat hasznélni, amit azon-
ban semmiképpen nem hivhatnink valdszinfiségnek, mert az nem val6szinfiség, dgyhogy a likelihood
sz6 azért j6', hogy egy kifejezéssel lehessen egységesen mindkét esetre hivatkozni.) A fenti grafikonon
tehat a 10-bdl 7 fej” minta likelihoodja 1atszik kiilonb6zd p-k mellett.

"Felmeriil a kérdés, hogy a likelihood-ot hogy mondjik magyarul, a valasz: likelihood. A probléma az, hogy a
,»valoszintiség”-ként valé leforditas konkrétan hibas; probalkoztak régebben a ,,valdszertiség” forditassal, de nem igazan
ment at a gyakorlatba.
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Na most akkor rakjuk dssze hol tartunk. Egy: elvileg akdrmi lehet a p, att6l még kaphatjuk azt, amit
ténylegesen kaptunk is (10-b&l 7 fej)... tehat biztosan nem tudjuk megmondani, hogy mi a p, barmit
is mondunk, az mindenképp tipp lesz. De ketts: igenis tudunk raciondlisan tippelni, mert hat csak ne
tippeljiik mér azt a 0,01-et, ami mellett borzaszté valdszintitlen, hogy 10-bdl 7 j6jjon ki...! Mikdzben
épp most jott ki ez ténylegesen! S6t, menjiink tovabb: tippeljiik azt, aminek a fennallasa mellett a leg-
valésziniibb, hogy az j6jjon ki, ami ténylegesen ki is jott! Tehat ami mellett a legnagyobb a likelihoodja
a ténylegesen kijott mintanak.

A statisztikusok nem ,.tippelést” mondanak, mert az nem sugarozza e teriilet hideg profizmusat, agy-
hogy e helyett a — csakugyan — sokkal komolyabban hangz6 becslés szot hasznaljak. Amit a fentiekben
lattunk, azt ugy hivjak: maximum likelihood becslés, és ezek utan mar tdl sok kommentir nemigen
kell hozz4, hogy az elnevezés honnan jon: azt fogadjuk el az ismeretlen paraméter becsléseként, amely
mellett a ténylegesen kijott minta likelihoodja a maximalis.

Mellesleg ranézve az dbrara, a maximum nagyon ugy tlinik, hogy 0,7, ami elég gyantisan pont annyi,
mint a fejek aranya a mintankban...

2.2. Egy becslofiiggvény felé

Két dolog van, aminél az ember jobb, ha
nem latja hogyan késziil: a kolbasz és a
[statisztikai] becslés.

Edward Leamer

A becslést most megkaptuk egy konkrét mintdra. De mi van akkor, ha mis a minta? Ha nem 7-szer
dobunk fejet, akkor mi lesz a maximum likelihood becslés? Jatszunk el egy kicsit a dologgal (azt is
beallithatjuk, hogy hanyszor dobtunk):

#| '!! shinylive warning !!': |
#] shinylive does not work in self-contained HTML documents.
#1 Please set “embed-resources: false  in your metadata.

#| standalone: true
#| viewerHeight: 600

library(shiny)

library (miniUTI)

if (FALSE) {
library(munsell)

}

ui <- miniPage (
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miniTitleBar( "Likelihood kiilénbdz8 mintdk mellett" ),
miniContentPanel (
sliderInput( "n", "Dobasok szédma:", 1, 100, 10, 1, ticks = FALSE ),
uilutput( "kselect" )
),
miniContentPanel (
plotOutput ("plot", height = "100%")
)

server <- function(input, output) {

output$kselect <- renderUI({
sliderInput( "k", "Fejek szama:", O, input$n, 7, 1, ticks = FALSE )
1)

output$plot <- renderPlot ({
if( 'is.null( input$k ) ) {
lattice: :xyplot( dbinom( input$k, input$n, seq( 0, 1, 0.001 ) )~seq( 0, 1, 0.001 ), -
scales = list( x = 1list( at = seq( 0, 1, 0.1 ) ) ), grid = TRUE,
xlab = "p", ylab "A beadllitott minta likelihoodja",

panel = function( ... ) {
lattice::panel.abline( v = seq( 0, 1, 0.1 ), col = scales::alpha(
lattice: :panel.xyplot( ... )
b
}
b

shinyApp(ui, server)

Eleget probalkozva valdszinfileg mindenkiben kialakul egy benyomés: a maximum likelihood becslés
mindig épp a fejek ardnya a mintaban, tehit a dobalgatasos kisérletsorozatunkban.

Mondom a j6 hirt: a dolog nem véletlen. Matematikailag bebizonyithat6, hogy ez mindig igy kell le-
gyen: a maximum likelihood becslés az ismeretlen paraméterre (a fej-dobas valdszinliségére) a minta-
beli ardny lesz. Vegyiik észre, hogy ezzel egy joval er§sebb eredményt értiink el, mint az el6z6 pontban,
hiszen nem egy konkrét helyzetre adtuk meg a j6 becslést, hanem egy dltaldnos receptet talaltunk, ami
minden mintara megadja, hogy annil a mintdnil mi lesz a j6 becslés! A recept tehat egy altalanos
szamitési eljards: megmondja, hogy mit csiniljunk a mintdban 1évé megfigyelésekkel (jelen esetben:
szdmoljuk meg, hogy hiny fej van benne, majd osszuk el a dobasok szdmaval), hogy megkapjuk az

abbdl a mintabdl szamolhaté becslést. Az ilyen ,.altalanos receptet” szép nevén becslofiiggvénynek
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nevezziik. A valdszinliség maximum likelihood becsléfiiggvénye tehat a mintabeli arny.

2.3. A bayes-i probléma

Sok nehézséget megspérolnank, ha [a
bayes-i statisztika hivei] kovetnék Bayes
péld4jat, és csak a haladluk utan
publikalnéanak.

Maurice Kendall

Azt gondolom, hogy van jogos érv a nem
bayes-i eljarasok hasznalatanak védelmében,
jelesiil, a hozza nem értés.

John Skilling

Eddig latszélag minden szé€p, tiszta és vildgos. Kézenfekvd a levezetés ahogyan eljutottunk a maximum
likelihood becslésig, tokéletesen logikus volt minden 1€pés. De nézziik csak meg jobban, hogy milyen
feltételes valdszintiséget vizsgaltunk ott! P (minta | ismeretlen paraméter). Ha elég sokaig és elég szi-
ros szemmel nézziik ezt, akkor valdsziniileg egyszer csak elfog minket a jeges rémiilet: a Bayes-tételrdl
sz610 részben (1.6. alfejezet) pont az ilyen valdsziniiségek hasznalatival kovettiink el kapitélis hibat!
Hiszen, nézziik meg, pont ugyanaz a baj itt is: arra feltételeziink, amit nem ismeriink, és annak a valé-
szinliségét kérdezziik, amit ismeriink! Ahogy mar ott is lattuk, pont forditva kellene: nem az érdekel
minket, hogy az ismeretlen paraméter ismeretében mit tudunk mondani a mintarél, hanem az, hogy a
minta ismeretében mit tudunk mondani az ismeretlen paraméterrdl!

Szerencsére épp az ott megtanultak miatt nem esiink panikba, hiszen tudjuk mi a teendd, hogy megfor-
ditsuk a dolgot, és attérjiink a tényleg relevans feltételes valdszintiségre:

[P (minta | ismeretlen paraméter) - [ (ismeretlen paraméter)

P (ismeretlen paraméter | minta) = P (minta)
minta

A szamlal6 els6 tagja nem probléma: ez épp a likelihood! A nevez$ szintén nem probléma, a
Bayes-tételnél 14tott triikkel itt is elintézhetjiik, ha egyébként a szdmlalot ismerjiik. De mi a helyzet a
[P (ismeretlen paraméter)-rel...?

Préobéljuk megérteni, hogy ez mit jelent. Mi a valdszinfisége annak, hogy a paraméter adott értékd,
gy hogy a mintdt nem is ismerjiik. Mit gondolunk arrdl, hogy milyen a fej-dobasi valdszintiség, még
miel6tt egyetlen egyszer is feldobtuk volna az érmét? Valaki esetleg azt mondhatja: semmit, hat épp
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ezért kezdjiik dobalni! Ez egy jogos ellenvetés, de egyeldre rakjuk félre, vagy mondjuk azt, hogy a
semmit nem gondolunk”, az ezt jelenti’:

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Tehat: 0-ndl kisebb és 1-nél nagyobb nem lehet a fej-dobéasi valdsziniiség, azon beliil pedig minden
érték kornyékére ugyanakkora valdszintiséggel esik’.

Ha azonban jobban megnézziik, akkor most egy nagyon erételjes eszkozt kaptunk a keziikbe. A Bayes-
tétel ugyanis lehetdvé teszi, hogy felhaszndljuk ha van valamilyen elézetes ismeretiink, elképzelésiink
a paraméter eloszlasarol! Példaul az érmét egy megbizhatd baratunktol kaptuk, és azt gondoljuk, hogy
— ha nem is biztosan — de valdsziniileg nem cinkelt, legaldbbis nem nagyon. Ekkor a kovetkez§ lehet a

feltételezésiink a fej-dobas valdszinliségérdl, még mielbtt egyetlen egyszer is feldobtuk volna:

2Van més értelmezése is annak, hogy mit jelent a ,,nem tudunk semmit”, de ez félig (nem teljesen!) a filozéfia targykore.
3Ezt szoktak egyenletes eloszldsnak hivni: barmely 0 és 1 kozti intervallumba akkora valdszintiséggel esik, mintha az inter-
vallum hossza. Ez tényleg azt jelenti, hogy barmely pont kornyékére ugyanakkora valdszintiséggel esik.
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Ezeket az eloszlasokat szoktak — a korabban mondottak fényében nagyon is érthetd széval — prior
eloszlasnak nevezni.

Mit kapunk a bayes-i megkozelités eredményeként? Koradbban azt irtam, hogy P (ismeretlen paraméter | minta),
de ezt némileg idézGjelbe kell tenni: az ismeretlen paraméter egy folytonos dolog (barhol lehet O
és 1 kozott), tehat nem arrdl lesz sz6, hogy mekkora valoszintiséggel vesz fel egy értéket, hanem
eloszlasa lesz. Ami tulajdonképpen teljesen logikus: van egy eloszldsa a kisérletezgetésiink eltt
(a prior eloszlds), és egy mésik a kisérletezés utan. Hét persze: a Bayes-tétel, amint lattuk, beépit
egy informécidt, és itt is ez tortént: fogja a prior eloszlast, beleépiti az informécidt, ami kideriilt a

is tartalmazza. Ezt szokas — szintén logikus szoval — poszterior eloszlasnak nevezni.

Példaul egyenletes prior esetén a kdvetkezd lesz a poszterior (tovabbra is mondjuk, hogy 7 fejet dobtunk
10 kisérletbdl):
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Viszont a ,,barittol kaptunk a pénzérmét” prior esetén igy fog kinézni a poszterior pontosan ugyanazon
minta mellett:

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

A kiilonbség nem nagy, de ha jobban megnézziik azért érzékelhets: az utobbi esetben kicsit balra
maszott a poszterior eloszlas. Miért? Azért, mert hiaba lattuk azt, hogy a kisérletben meglehet&sen cin-



keltnek mutatkozott a pénzérme, de mi hajlunk arra egyéb (értsd: kisérletiinkon kiviili) okokbdl, hogy
a pénzérme nem annyira cinkelt, ezért bar a probalkozasunk eléggé meggybzott az ellenkez6jérdl, de
nem tokéletesen (nem annyira, mintha nem lett volna ilyen el6zetes hiedelmiink). Tehat pontosan azt
latjuk, hogy az el6zetes ismeret beleépiilt a becslésbe!

Nagyon tanulsadgos kiprobalni mindenféle prior és minta mellett, hogy hogyan alakul a poszterior, és
hogy az hogyan viszonyul a — prior informacidval nem t6r6d6 — maximum likelihood becsléshez. A
kovetkezd grafikonon a két eloszlas mellett lathaté a maximum likelihood becslés is, vastagabb fiig-
gbleges vonallal megjeldlve (azzal ne torddjiink, hogy az @ meg a f mit jelent, a 1ényeg, hogy ezek
allitasaval a prior eloszlas alakjat nagyon sokféle kinézetre beallithatjuk):

#| '!! shinylive warning !!': |
#1 shinylive does not work in self-contained HTML documents.
#1 Please set “embed-resources: false™ in your metadata.

#| standalone: true
#| viewerHeight: 800

library(shiny)
library(miniUI)

ui <- miniPage(
miniTitleBar( "Becslés bayes-i megkdzelitése" ),
miniContentPanel (
sliderInput( "n", "Dobasok széma:", 1, 100, 10, 1, ticks = FALSE ),
uiOutput( "kselect" ),

sliderInput( "alpha", " :", 0.1, 10, 1, 0.1 ),
sliderInput( "beta", " :", 0.1, 10, 1, 0.1 ),
),
miniContentPanel (
plotOutput ("plot", height = "100%")
)

server <- function(input, output) {

output$kselect <- renderUI({
sliderInput( "k", "Fejek szama:", O, input$n, 7, 1, ticks = FALSE )
1)

output$plot <- renderPlot ({
if( 'is.null( input$k ) ) {
plotgrid <- seq( 0, 1, 0.001 )
lattice: :xyplot( Prior + Poszterior ~ plotgrid, type = "1", auto.key = list( columns =
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data = data.frame( p = plotgrid, Prior = dbeta( plotgrid, input$alpha
Poszterior = dbeta( plotgrid, input$alpha+input$k,
scales = list( x = 1ist( at = seq( 0, 1, 0.1 ) ) ), xlab = "p", ylab
panel = function( ... ) {
lattice: :panel.abline( v = seq( 0, 1, 0.1 ), col = lattice::trellis
lattice::panel.grid( h = -1, v = 0 )
lattice: :panel.abline( v = input$k/input$n, lwd = 2 )
lattice: :panel.xyplot( ... )
b

9

shinyApp(ui, server)

Prébalkozzunk mindenféle priorokkal (egyenletes, valahol csticsosabb) és kiilonb6zé mintakkal is (nem
csak kiilonboz6 fej-dobés szamok, de kiillonbozd kisérlethosszak is)!

Milyen tanulsidgokat sztirhetiink le ebb6l? A legfontosabbak:

e A prior maga felé ,,hdzza” a poszteriort, ahhoz képest mint ahol a maximum likelihood becslés
lenne. Ennek magyarazatat mar lattuk: a poszterior egyszerre veszi figyelembe a prior informa-
cidt és a dobalgatasunk kimenetét (mig a maximum likelihood becslés csak ez utdbbit).

e Minél csticsosabb a prior, ez anndl inkabb igaz. Persze: a csicsosabb prior azt jelenti, hogy
biztosabbak vagyunk mar eleve is abban, hogy ott van a paraméter értéke, kevésbé ,,bizonytalanit
el” minket ebben még egy ellentmond6 eredmény is.

° EsavégéfInégegynagyonfbnum(kﬂog:apdorannﬂjobbansz&nﬁ,nﬁnélkmebbvohalnhn&
tehat minél kevesebbszer dobtuk fel a pénzérmét. De gondoljuk meg, ez kristalytisztan logikus:
rovidebb kisérlet kevesebb informacidt jelent (barmi is jon ki bel6le), tehat érthetd, hogy az ke-
vésbé befolyisolja az elézetes meggydzbdésiinket — ilyenkor még a poszteriort a prior domindlja.
De ha nagyon hosszt a kisérletiink, akkor mar perdonté ami abbdl kijon, kevéssé szamit, hogy
el6zetesen hogyan vélekedtiink. A bayes-i modszertan tehdt automatikusan megvalésitja ezt az
atmenetet.

Felmeriil még a kérdés, hogy a bayes-i megkozelitésbdl mégis hogyan kapunk becslést, azaz egyetlen
szdmot, mint amit tippeliink az ismeretlen értékre? Hiszen Ggy tlinik, hogy itt csak komplett eloszldsunk
van! Valdban, valahogy a legvégén az eloszlasbdl egyetlen szamot kell gyartani. Erre tobbféle modszer
is van, itt most nem targyalom részletesen®, csak az érzékeltetés kedvéért: olyan megoldasok lehetsé-

4Azért az okat elmondom: ahhoz, hogy megmondjuk, hogyan gyartunk az egész eloszlasbél egyetlen szamot, sziikség van
még egy dontésre: meg kell hatdroznunk, hogy adott tévedést, hogy a tippelt érték mennyire ment a valds mellé, milyen
stlyosnak mindsitjiik. Példaul ha kétszer tdvolabb vagyunk a val6sigtdl, az kétszer nagyobb baj? Vagy négyszer? Vagy
ugyanakkora baj, mert csak az szadmit, hogy nem taldltuk el? Ha erre a kérdésre valaszolunk, akkor abbdl mar kiad6dik a
becslofiiggvény.
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gesek, mint hogy vessziik azt az értéket, ahol a poszterior eloszlas maximuma van, vagy egyszeriien
vessziik az egész eloszlas varhatd értékét.

Es ezzel végeztiink! Felépitettiik a becsléselméletet bayes-i alapokon is.

A kérdés mar csak egy: melyik a jobb? A maximum likelihood jellegli megkozelités, vagy a bayes-i?
Ez a probléma a 20. szazad kdzepén, masodik felének az elején meriilt fel csak (noha a Bayes-tétel 200
évvel korabbi), de akkor viszont nagyon is intenziv formaban: a bayes-i megkozelitést a statisztikusok
egy kisebb, de nagyon elszant része képviselte, akik elég elsoprd elutasitissal talalkoztak a tobbiek
részérdl, aminek az eredménye egy parjat ritkitéan harcias tudomanyos 6sszeiitkozés lett a két iskola
hivei kozott.

Ebben a vitaban nagyon sok részletkérdés van, de a legfontosabb probléma egyszerii: a priorok iigye.
Sok ember gyomra nagyon-nagyon(-nagyon-nagyon) nehezen veszi be, hogy ahhoz, hogy eredményt
kapjunk, kell valamit mondanunk arr6l, hogy mit gondolunk még miel6tt egyaltalan belefogunk a ki-
sérletbe... ,,H4t én szeretnék csak a kisérlet alapjan vélaszt kapni!” ,,Pont azért csindltam a kisérletet,
hogy megtudjam mi a helyzet!” A bayes-i megkozelitésben ezt nem lehet, és nem azért, mert nem va-
gyunk elég iigyesek, hanem mert ez elvileg lehetetlen, hiszen ebben a megkozelitésben a kisérlet csak
modositja a hiedelmiinket. Ez nem objektiv! — mondjak sokan. Hiszen az az objektiv, ami magibdl a
kisérletbdl kijon, és pont, az alapjan kell nyilatkozni, az egy teljesen megfoghatatlan szubjektiv dolog,
hogy én mit mondok mi volt az el6zetes elképzelésem. .. hat mondhatok akarmit! Es hogy ezen miiljon
a végeredmény?!

Persze, masik oldalrél ott van, hogy a bayes-i eljaras ad valaszt az igazi kérdésre. Nem a forditott
valészinliséget nézi, hanem azt, ami tényleg relevans szimunkra. Ennek az ara az, hogy kell a prior.
Ami az objektivitast illeti, a bayes-i mddszer hivei erre azt mondjak, hogy a maximum likelihood jellegti
megkdzelitésben nincs kevesebb szubjektivités, csak az el van rejtve kiilonféle részletekben (példaul a
mintavétel jellegének meghatarozasa), és akkor mar jobb, ha ez explicite megjelenik.

E helyiitt természetesen nem fogok igazsigot szolgaltatni ebben a kérdésben. Két feladatot érzek fon-
tosnak, az egyik — ami a fentiekben megtortént — bemutatni a bayes-i gondolkodast is mint egyenrangu
alternativa, mert ez sok irodalomban vagy nem jelenik meg, vagy csak a masik megkozelités nagyon
részletes ismertetése utan. Latni kell, hogy jelenleg a legtobb statisztikai teriileten a mésik iskola domi-
nal, igy barmit is gondolunk réla, a masodik feladat azt részletesen bemutatni, hiszen abban a szellem-
ben irddott cikkeket kell tilnyomd tobbségben megérteni (és, ha Ggy addédik, jellemzden irni is).
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2.4. A frekventista statisztika épitménye

Az egyetlen mdd, hogy érthetdvé tegyiik a
frekventista eljarasokat az, ha hazudunk
roluk.

Frank Harrell

El6szor kezdjiik gyorsan egy terminoldgiai kérdéssel: amit kordbban tobbszor is tgy hivtam, hogy
,maximum likelihood jellegli” megkozelités, az hivatalos nevén a frekventista megkozelités. Ha valaki
arra asszocial, hogy ilyenr6l mar volt sz6, a valdsziniiség interpretacioi kapcsan (1.4. alfejezet), akkor

hamar ki fog deriilni, hogy ez egyéltalan nem véletlen.

Ahogy a korabbiakbdl is kideriilt, a frekventista hozzaallas legfontosabb komponense két széban Ossze-
foglalhatd: forditott logika. Nem azt nézziik, hogy feltéve a mintat mit tudunk mondani valami ismeret-
len dologrdl, hanem azt, hogy feltéve az ismeretlen dolgot, mit tudunk mondani a mintardl. Ez minden
frekventista eljdrds sajdtja!

Hogy ezt mélyebben megértsiik, kapirgaljuk meg kicsit jobban a maximum likelihood becslét a pénzfel-
dobasos példaban. Megbeszéltiik, hogy ekkor az ismeretlen p paraméter, az érme ismeretlen fej-dobasi
valészinlisége a kisérletben kapott fej-dobasi ardnnyal becsiilheté maximum likelihood médon. Azt is
megjegyeztiik, hogy ez persze csak tipp, hiszen biztosak soha nem lehetiink. Nézziik meg az utdbbit
kicsit kozelebbr6l! Mondjuk, hogy ismerjiik a p-t (forditott logika!), és nézziikk meg, hogy ekkor a
mintabeli ardny hogyan viselkedik! Péld4ul legyen a p = 0,6, ekkor mekkora valdsziniiséggel dobunk
10-bél 0 fejet, 10-b61 1-et, 10-bdl 2, ..., 10-bdl 10-et. A szamitast mar lattuk is a fejezet elején, csak
most nem kiillonbozd p-kre szdmitjuk ugyanazt a fej-dobds szamot, hanem ugyanarra a p-re kiilonb6z6
fej-dobas szamokat. Ime az eredmény:
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Dobott fejek szama

Tehat még egyszer, ha 0,6 az ismeretlen paraméter valodi értéke, igy fog eloszlani, hogy mi mennyit
becsiiliink r4 a mintdbol! Latszik, hogy ha pechiink van, akar nagyon eltérhetiink, becsiilhetiink akéar
20%-ot, vagy 100%-ot is — de ezeknek kicsi a valdszintisége. De ami még fontosabb: meg tudjuk
mondani, hogy mennyi!

De egy pillanatra alljunk is meg itt rogton. Mi az, hogy mekkora valdszinfiséggel dobunk 2 vagy 10
(vagy akarhany) fejet? Itt van az asztalon a pénzérme, épp most dobtam vele 7-szer fejet, akkor meg
mirdl beszélek, hogy mekkora valészintiséggel dobok 2-szer fejet?! Hat 0, mert 100% valészintiséggel
7-et dobtam...! Itt jon a frekventista iskola kulcsgondolata: a valdszintiségek csak Ggy kapnak értel-
met, ha képzeletben iijra meg iijra megismételnénk a kisérletiinket! Felvenném a pénzérmét (ugyanazt!
tehat p ugyanannyi!) és #jra megcsinalndm a 10 dobésos kisérletet. Feljegyzem, hogy hany fej lett,
majd megint megismétlem. Majd megint. Majd megint. Majd megint. Aztan amikor nagyon sokszor
megtettem, akkor megszdmolom hogy hogyan oszlik meg a fej-dobasok szama — és igy az el6bbi dabrdt
kapom! Persze, hiszen a val6szinliség frekventista értelmezése az volt, hogy amihez a relativ gyakori-
sag tart, itt a relativ gyakorisig az, hogy az esetek mekkora részében kaptam mondjuk 2 fejet, amire
az el6bb azt mondtam, hogy ,,megszdmolom hogy hogyan oszlik meg a fej-dobasok szama”. De azt,
hogy mihez tart a relativ gyakorisag, csak akkor tudom, ha elég sokszor megismételtem az egész 10
dobalasos kisérletemet.

Tehat mikozben egyetlen kisérletem van ténylegesen, ilyen értelemben beszélhetek csak valdszinfiség-
r6l. Képzeletbeli ismételt mintavétel — ez minden frekventista eljaras mentélis modellje. Ez az az aspek-
tus (a forditott logika hangsilyoz4sa mellett), amit gyakran elhanyagolnak, és csakugyan egyszer{ibb-
nek tlinhet elmismasolni, hiszen kissé agyzsibbaszté dologrdl van sz6, de késébb komoly félreértések
taptalaja lehet, ha ezt nem értjiik meg jol.
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Erdemes itt még egy terminoldgiit bevezetni. Ahogy maér én is hasznéltam, a kisérletiink kimenetét,
amit megfigyeliink, mintanak szokas nevezni, mig a mogotte képzeletben 1évS eloszlast, aminek vala-
milyen ismeretlen jellemzGjére kivancsiak vagyunk, sokasagnak. E szavak talan jobban érthet6ek ha
arra az esetre gondolunk, amikor a sokasig nem egy eloszlas, hanem elemeivel adott. Ez f6leg a tarsa-
dalomtudomanyok terén fordul el6: a sokasag mondjuk az els6éves egyetemistak 1000 f6s halmaza, és
arra vagyunk kivancsiak, hogy atlagosan mennyi id6t forditanak hetente tanuldsra, de nem tudjuk mind-
egyiket megkérdezni, csak mondjuk — véletlenszerlien kivalasztott — 100-at koziiliikk. Ekkor pontosan
ugyanaz lesz a problémank: mind az 1000 4tlaga egyetlen adott, j61 meghatarozott érték — csak mi nem
fogjuk tudni, hogy mennyi! Hiszen csak 100-at ismeriink, és az abbdl kiszamolt becslés, akdrhogy is
szamolunk, attdl is fog fiiggeni, hogy pont melyik 100-at vilasztjuk ki. (Es itt most kizardlag a véletlen
szeszélyérol beszélek, ezért is hangsilyoztam, hogy véletleniil vettiik a mintat.) Ha képzeletben tjra
meg Ujra eljitszanank azt, hogy 100 f6t véletlenszerfien kivilasztunk, és kiszdmoljuk belble a becs-
1ést, akkor ez mintar6l mintdra més lenne. A helyzet teht teljesen analég, de itt talan jobban érthetd,
hogy miért mondunk mintavételt: a sokasag az, amire a kérdésiink iranyul, de ezt az egész halmazt
nem tudjuk megfigyelni (azaz lemérni); azt a részét, amit igen, hivjuk mintanak. Ezért mondhatjuk a
pénzfeldobasra is, hogy azzal ,,mintat vesziink™ az ismeretlen sokasagbdl.

Térjlink most vissza a frekventista kovetkeztetd statisztika alapkérdéseire. A latott problémat, tehit,
hogy hidba volt adott, 4llando, rogzitett értéke az ismeretlen paraméternek, mi mégis mas és mas becs-
1ést kapunk mintabol, ha (képzeletben) Gijra meg Gjra mintat vesziink, szokas mintavételi ingadozasnak
nevezni. A frekventista iskoldban ez a kézenfekvd elmagyarazasa annak, hogy miért nem lehet soha
biztos 4llitast tenni: hidba is adott értéki p, akkor is kaphatunk més értékeket a mintabdl. Ugyanaz volt
a sokasag, ugyaniigy véletlen mintat vettiink, mégis mast és mast kaptunk.

A fenti grafikont, amelyen latjuk, hogy az ismeretlen paraméter adott értékénél hogy oszlik el a mintabol
becsiilt paraméter (a mintavételi ingadozas miatt) szokas a becsl6fiiggvény mintavételi eloszlasanak
nevezni.

Erdemes kicsit kisérletezni, hogy ez hogyan fligg a p-t6l és — kiillondsen — a mintanagysigtol:

#| '!! shinylive warning !!': |
#] shinylive does not work in self-contained HTML documents.
#1 Please set “embed-resources: false™ in your metadata.

#| standalone: true
#| viewerHeight: 450

library(shiny)
library(miniUI)

ui <- miniPage(

SEz 576 szerint igaz: az elemeivel adott sokasag is elmondhaté tigy, mintha egy eloszlas lenne a hattérben: egy diszkrét
eloszlas, mely 1000 értéket vehet fel, melyek nem masok, mint az 1000 hallgat6 tanulassal toltott 6rdinak szdma, és
mindegyiket 1/1000 valészintiséggel veszi fel. A 100 hallgaté véletlenszer(i kivalasztisa tehat tényleg pontosan olyan,
mintha ebbdl az eloszlasbél ,.feldobnék 100 pénzérmét”.
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miniTitleBar( "Becslés frekventista megkézelitése" ),
miniContentPanel (
sliderInput( "n", "Dobasok szédma:", 1, 100, 10, 1, ticks = FALSE ),
sliderInput( "p", "p:", 0, 1, 0.5, 0.01 )
),
miniContentPanel (
plotOutput ("plot", height = "100%")
)

server <- function(input, output) {
output$plot <- renderPlot ({

lattice: :xyplot( dbinom( O:(input$n), input$n, input$p )~0:(input$n),
xlab = "Dobott fejek szama", ylab = "Valdésziniliség",

panel = function( x, y, ... ) {
lattice::panel.abline( h = 0, col = lattice::trellis.par.get("referen
lattice: :panel.xyplot( x, y, type = "h", ... )
lattice: :panel.points( x, y, pch = 19 )

D

i)

shinyApp(ui, server)

Némi jatszadozas utan levonhatjuk a legfontosabb tanulsidgot: minél nagyobb a mintaméret, annal ki-
sebb a mintavételi ingadozas mértéke! Azaz, annal kisebb lesz a bizonytalansdga a mintabdl becsiilt
értéknek. Ez egy nagyon fontos megéllapités, hiszen

e azt eddig is lattuk, hogy a mintavételi ingadozas soha nem sziintetheté meg (biztos 4llitast soha
nem tudunk tenni), de most mar 14tjuk, hogy mi az az egyetlen dolog, amit viszont tehetiink ellene:
megnovelhetjiik a mintanagysagot,

e ha rdadasul szamszer(Gsiteni is tudjuk a mintanagysag és a mintavételi ingadozas kozti 6ssze-
fliggést (és elarulhatom: tudjuk), akkor meg tudunk oldani olyan problémat, hogy ha megadjik

milyen biztos becslés kell, akkor meghatarozzuk, hogy ahhoz mekkora mintaméret sziikséges.

Ezekkel a kérdésekkel azonban mar kezdiink a kovetkezé fejezetiink témajara atkeriilni: hogy a becs-
l1ésben 1év6 bizonytalansagot hogyan lehet megragadni, jellemezni.
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3 A bizonytalansag jellemzése

Az el6z0 fejezetben alaposan koriiljartuk azt a megéllapitast, hogy a kovetkeztetd statisztikaban nincs
biztos vélasz. Elkeriilhetetlen médon minden véalaszunkat bizonytalansig fogja terhelni. A kovetkeztetd
statisztika egyik legnagyobb ereje, hogy e bizonytalansag mértékét magdt is képes lesz jellemezni —
ebben a fejezetben ezzel a kérdéssel fogunk foglalkozni.

3.1. Intervallumbecslés

TODO

3.2. Hipotézisvizsgalat

TODO
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4 Egy alapveto kutatasmodszertani kérdés

Statisztikaval hazudni konnyti, de statisztika
nélkiil még konnyebb.

Charles Frederick Mosteller

7z

A statisztika tulajdonképpen az el6z6 fejezettel befejez6dott. Nem tudom megéllni azonban, hogy ne
hivjam fel a figyelmet par altaldnos, mondjuk dgy: kutatdsmddszertani kérdésre. Azért nem, mert ezek
borzaszté gyakran épp a ,,statisztikat alkalmazunk!” felkialtds tirligyén sikkandnak el. Soha nem sza-
bad ugyanis egy dolgot elfelejteni: mindaz a statisztikai apparatus, amirdl az elmalt fejezetekben sz6
volt csak és kizdrolag a mintavételi ingadozasbdl fakad6 bizonytalansag kezelésére alkalmas, és a vi-
ldgon semmit nem mond egy kutatas 6sszes tobbi hibaforrasar6l! Ezért nagyon rossz, amikor valaki a
kovetkeztetd statisztika alkalmazasaval kapott eredményeket, mondjuk a p-értékeket tigy kezeli, hogy
akkor ezzel a kutatis hibdinak probléméja le van tudva. A p-értékek nem egy kutatds hibdzisanak
univerzalis metrikai — siman eléfordulhat, hogy egy kutatasi dominans hibaforrasat nem a mintavételi
ingadozas jelenti! Eppen ezért fontos, hogy ismerjiik ezek koziil minimum a legfontosabb problémat, a
confounding-ot, mely szinte minden tarsadalmi-gazdasagi (és sok orvosi) vizsgalatban felmeriil. Amig
ezt nem tisztaztuk egy vizsgélat kapcsan, addig tizedrangd kérdés, hogy a kapott eredmény a sz4 sta-
tisztikai értelmében szignifikans-e.

A most kivetkez6 lefrasom orvosi példékat fog hozni!, de reményeim szerint kézvetleniil latszédni fog,
hogy ugyanez a kérdéskor hogyan jelenik meg mas teriileteken is.

4.1. Az orvosi megismerés alapkérdései

Egy friss Gjsaghir szerint egy svéd egyetem kutat6i félmillié gyermek kornyezetét vizsgaltik meg, és azt
talaltak, hogy ahol magasabb a 1égszennyezettség, ott tobb a mentélisan beteg gyermek. A 1égszennye-
z¢€s tehat mentalis betegséget okoz! Vagy mégsem...?

Az orvostudomany egy jelent8s része ilyen, és ehhez hasonld kérdésekre igyekszik valaszt adni: okoz-e
mentélis betegséget a 1égszennyezés? A mobiltelefon-hasznélat agyrakot? A voroshus-fogyasztis vas-
tagbélrakot? A csiszarmetszéssel sziiletés megnoveli-e annak kockazatat, hogy a gyermeknek kés6bb
1-es tipusu cukorbetegsége lesz? Eshaaz anya paracetamolt szed a terhesség alatt, att6l lehet a gyermek

IEz a fejezet az Interpress Magazinban (IPM) megjelent cikksorozatom? elsé néhany részének roviditett, szerkesztett valto-
zata.
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autista? Itt van ez az 4j vérnyomdas-csokkentd gyogyszerjeldlt, vajon csokkenti-e tényleg a vérnyomést?
Es okozhat-e alvaszavart mellékhatisként?

E kérdésekre szamos modszerrel kereshetjiik a vilaszt. Alapul vehetiink bioldgiai (élettani, korélettani)
megfontolasokat, kereshetiink allatmodelleket, amik lehet6vé teszik a jelenségek vizsgalatat, tekint-
hetiink anal6g példakat maés teriiletr6l, gyarthatunk matematikai modellt, azonban a jelen cikksorozat
targya egy mas jellegli, &m egyre fontosabb mddszer: az empirikus vizsgilat. Az empirikus annyit
tesz: ,tapasztalati”, igyhogy rogton pontositanom kell: a legrosszabb orvosi megismerési modszerek
is tapasztalatokon alapulnak, ezért talan jobb, ha Ggy mondjuk: szisztematikus empirikus vizsgélat.
Empirikus, mert az alapjan probaljuk megvalaszolni a kérdést, hogy begyfijtiink tényadatokat gyerme-
kek kornyezetének 1égszennyezettségérol €s a tényleges megbetegedéseikrdl, és szisztematikus, mert
ezt nem Otletszerien, hanem valamilyen terv szerint tessziik. A kérdés tehat adott: miutdn megvannak
ezek az adatok, hogyan kovetkeztethetiink azokbdl arra, hogy okoz-e mentalis betegséget a 1égszennye-
z€s?

Els6 ranézésre konnyli dolgunk van: empirikusan dolgozunk ugyebar, ezért begyfijtiink tényadatokat
gyermekek lakéhelyének 1égszennyezettségérdl, és esetleges kés6bbi megbetegedéseikrdl. Szisztema-
tikusan dolgozunk, ezért a mintavételt alkalmas terv szerint végezziik, példiul a népességnyilvantartd
adataibdl teljesen véletlenszertien valasztunk ki kelléen sok gyermeket. (Tehat véletleniil sem interne-
tes kérd6ivet kiildiink ki, tobbek kozott a ,,Megbetegitették a gyermekemet a 1égszennyezettséggel!!!”
Facebook-csoport tagjainak, megkérve, hogy idézzenek fel az osszefiiggést megerdsitd illetve cafold
példakat.)

A kapott eredmények, a példa kedvéért: a 100 ezer nem 1égszennyezett helyen é16 gyermek koziil 1310-
nél 1épett fel mentalis betegség, a 100 ezer 1égszennyezett kornyezetben felndvé koziil azonban 3750-
ben. A kiilonbség dramai. Marpedig szisztematikusan dolgoztunk, a lehetd legjobban: véletlenszertien
vélasztott adatokkal, empirikusan vizsgéltuk a kérdést, rdadasul igen nagy mintan, igyhogy héatraddl-
hetiink és nagy nyugalommal mondhatjuk: a Iégszennyezettség mentalis betegséget okoz!

Vagy mégsem?

4.2. Az okozatisag nyomaban

2 2

A vilaszhoz induljunk egy picit tivolabbrol. Erdemes felidézni az el6z6 alfejezetbdl, hogy milyen szer-
tedgazdak azok a —fentihez hasonld — kérdések, melyekre valaszt szeretnénk adni az orvostudoméanyban:
Okoz-e agyrakot a mobiltelefon hasznalata? A vords hds fogyasztisa vastagbélrakot? A csdszarmet-
széssel sziiletés megnoveli-e annak kockazatat, hogy a gyermeknek kés6bb 1-es tipusu cukorbetegsége
lesz? Es lehet-e a gyermek autista attdl, hogy az anya paracetamolt szed a terhesség alatt? Itt van ez az 4j
vérnyomascsokkentd gyodgyszerjelolt, vajon tényleg csokkenti-e a vérnyomast? Okozhat-e alvaszavart
mellékhatasként?

Ebben a listdban igyekeztem, teljesen szdndékosan, a lehetd legkiilonbdz6bb kérdéseket dsszegyfijtent,
melyekben l4tszolag egyetlen k6zos pont sincs. Ezt azért tettem, hogy még meglep6bb legyen a kovet-
kez6 kijelentésem: azt allitom ugyanis, hogy barmennyire is kiilonb6zének tlinnek, valdjaban kivétel
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nélkiil az dsszes felsorolt kérdés mogott — és millionyi egyéb orvosi, egészségiigyi kérdés mogott — pon-
tosan ugyanaz a séma van! Persze, a konkrét részletek nagyon eltérnek, de ha ezekt6]l megtisztitjuk az
egyes kérdéseket, akkor a mélyben minden esetben ugyanazt talaljuk.

Az egyik komponens: minden kérdésben taldlhaté valami, amit teljesen altalanos szdval expozicio-
nak fogunk hivni. Ez sz6 szerint ,kitettséget” jelent, és tényleg azt is értjiik alatta, hogy az alany ki
volt téve valamilyen hatdsnak. Ezt a legaltalanosabban értjiik: a hat4s lehet valami, amit szandéko-
san alkalmazunk az alanyon (pl. gydgyszert adunk neki), lehet valami, amit maga vélaszt (pl. voros
hust fogyaszt), és olyasvalami is, aminek akaratan kiviil van kitéve (pl. csaszarmetszéssel sziiletett).
Erdemes végignézni az 6sszes eldbbi példat, csakugyan mindegyikben azonosithaté az expozicid, a
mobiltelefon-hasznilattol egészen a gyogyszerszedésig.

A masik komponens: minden kérdésben taldlhat6 valamiféle eredmény, kimenet — ezt fogjuk végpont-
nak hivni. Ez lesz az orvosilag lényeges, altalunk vizsgélt torténés; ismét csak, érdemes egy pillanatra
visszanézni az eldbbi listara, és mindegyik elemnél megkeresni ezt, az agyrktdl az alviszavarig.

Ezzel megvan a séma két ,,oldala”, expozicid egyfeldl, végpont masfelél, mar csak egyetlen komponens
hidnyzik, amit vizsgalni akarunk minden ilyen és ezekhez hasonl6 kérdésben: az, hogy az expozicid és
a végpont kozott van-e ok-okozati 6sszefiiggés. Sz€p szdval ezt hivhatjuk kauzalitisnak. Barmennyire
is kiillonbozodnek tlinnek a kérdések, e séma mindegyikre illeszkedik, mindegyikben azonosithat6 az
expozicid, azonosithaté a végpont, és mindegyikre igaz, hogy okozatisigot kutatunk.

De mit is jelent ez a fogalom? Kézenfekvd értelmezés, hogy megnézziik, hogy hiny beteg volt a 1ég-
szennyezéses csoportban, megnézziik, hogy hany lett volna koztiik, ha minden mas valtozatlan lett
volna, de nem lett volna légszennyezés — és a kett6 kiilonbség a 1égszennyezés hatdsa. Sajnos ezt a
mésodikat soha nem ismerhetjiik, hiszen ez egy val6jiban létre nem jott, képzeletbeli helyzet. Eppen
ezért jobb hijan a nem légszennyezéses csoporthoz viszonyitunk, tehat nem ugyanazon csoport tényle-
ges és képzeletbeli helyzetét vizsgaljuk, hanem két kiilonbozé csoport tényleges helyzetét viszonyitjuk
egymdshoz. Lényegében azt mondjuk, hogy a nem légszennyezett kornyezetben felnové gyermekek
adatai mutatjak, hogy mi lett volna, ha a 1égszennyezett kdrnyezetben felnovéknél nem lett volna 1ég-
szennyezEs.

Csakhogy ez egy nagyon ers feltevés: kizarélag akkor igaz, ha a két csoport semmi masban nem tér
el, egyediil a 1égszennyezettség tényében.

A tételmondatot mindenesetre megfogalmazhatjuk: Az expozicié akkor van okozati 6sszefiiggésben a
végponttal, ha a csak az expozicidban eltérd csoportok eltérnek a végpontban, mégpedig olyan mér-
tékben, ami mar nem tudhat6 be a véletlen ingadozasnak. Ez ut6bbi az, amit mér tudunk kezelni a
kovetkeztetd statisztika apparitusival! Csakhogy a mondat elsd felében is komoly csapddk vannak
elrejtve...
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4.3. A confounding problémija

Ebben a tételmondatban tehat van egyetlen egy sz6, ami iszonyatos bonyodalmakat okoz: az, hogy
»csak”. Biztos, hogy az dsszehasonlitott csoportjaink kizardlag csak az 6sszehasonlitas targyaban, te-
hat az expoziciéban térnek el? Biztos, hogy a légszennyezett teriileten felnoves és az egészséges leve-
gbben felnovd gyermekek kozott csak és kizdrolag az a kiilonbség, hogy milyen a levegémindség a
lakhelyiikon...?

Dehogy! A nagyobb légszennyezettségii teriiletek nagyon gyakran épp a varosok peremkeriileteit jelen-
tik, az ipari negyedeket, az elavult fiitésd, leszakadt részeket. Itt azonban tendencidjaban inkabb rossz
koriilmények kozott €16, kevésbé tehetSs csaladba sziiletett (egyszdval: rosszabb szociodkondmiai hely-
zetll) gyermekek fognak lakni. Igen am, de a rosszabb szociookonomiai helyzet egy sor betegség maga-
sabb kockazatat hordozza — mi van, ha a mentélis betegségek is ezek kozé€ tartoznak? Mert a rosszabb
szociodkondmiai szegmensben a varandosok kevésbé férnek hozzi a sziilés el6tti gondozashoz, kozii-
liikk tobb dohanyzik vagy fogyaszt alkoholt a vdranddssag alatt. A gyermekekre sem csak a rosszabb
leveg® hat, hanem a rosszabb taplalkozas, hogy kevésbé vesznek részt sziiréseken és igy tovabb, és igy

tovabb.

Innentdl kezdve, ha talalunk is kiilonbséget a mentalis megbetegedések el6forduldsdban a két csoport
kozott, nem tudhatjuk, hogy az minek a kovetkezménye: az altalunk vizsgalt levegdbmindségbeli elté-
résnek, az ezzel — ohatatlanul! — egyiittjdré egyéb eltéréseknek, vagy esetleg ezek keverékének?! Ezt
nem tudhatjuk — hiszen az 6sszehasonlitott csoportok nem csak az 6sszehasonlitas szempontjaban tértek
el.

A problémat tehat az jelenti, hogy a két valtoz6 kapcsolatat megzavarja egy harmadik véaltoz4, mely
egyszerre hat az expozicidra és a végpontra. Ez a naiv elképzelés:

. . 2] (- .
Mentélis betegség

Es ez a valdi helyzet:

Jobb szociodko-
némiai helyzet

Mentalis betegség

Ennek kovetkeztében elképzelhets, hogy a 1égszennyezettségnek valdjdban nincs is a vildgon semmilyen
hatdsa a mentalis betegségekre, amit latunk, az egy ldtszélagos hatds, annak kovetkeztében, hogy a
légszennyezett teriileten felnové gyermekek korében egész egyszerlien tobb a rossz szociodkonomiai
helyzet(i, ami pedig a valédi oka a tobb mentalis betegségnek!
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Ha valaki nem hiszi el, hogy ilyen létezhet, akkor nézze meg képzeletbeli adatgyfijtésiink részletesebb
eredményeit, melyet a kdvetkezd tablazat mutat:

Légszennyezett Nem légszennyezett ~ Osszesen
Rossz szociodkondmiai 6% (3300/55000) 6% (375/6250) 6% (3675/61250)
helyzet
J6 szociookondmiai helyzet 1% (450/45000) 1% (935/93750) 1% (1385/138750)
Osszesen 3.8% 1,3% (1310/100000)  2,5% (5060/200000)
(3750/100000)

Ebben a tablazatban valami elsd ranézésre egészen paradox dolog lathatd. (Azért irtam oda nem csak
a szazalékokat, de a szdmokat is, mert néhanyan azt szoktdk mondani, hogy ez matematikailag is lehe-
tetlen. Err6l sz6 nincs, ha valaki nem hiszi, adja 0ssze és ossza el a feltiintetett szamokat!) Mert mit
latunk? Azt, hogy a rossz szociodkonodmiai helyzetli gyermekek korében nincs hatasa a 1égszennyezés-
nek (igy is, ugy is 6% az el6fordulasa), a j6 szociookonomiai helyzetli gyermekek korében szintén nincs
hatésa (1% igy is, ugy is) — 0sszességében viszont mégis van! Hiszen az 1,3% megnétt 3,8%-ra, ahogy
azt a felvezetSben is irt szamok mutatjdk. Ez meg hogy a csudaban lehet? — kérdezhetné valaki. Se
egyik csoportban nincs hatisa, se a masikban, de dsszességében mégis van?!

Rakjuk most dssze, hogy mi is tortént itt. A problémat az okozta, hogy volt egy véltozénk, mely egy-
szerre tudott két dolgot: egyrészt Osszefiiggott az expozicidval (nézziik meg, a j6 szociodkondmiai
helyzetlieknek csak harmada élt 1égszennyezett teriileten, a rosszaknak majdnem 90%-a), mdsrészt be-
folyasolta a végpontot a 1égszennyezettségtdl fiiggetleniil, onmagdban is (az 1%-os eléfordulast 6%-ra
emelte). Az ilyen valtozokat szokas zavard valtozénak, vagy — magyarul is gyakrabban hasznalt angol
kifejezéssel — confoundernek nevezni; a jelenségnek maganak pedig confounding a neve. (Ez egy na-
gyon talalé angol kifejezés, amire sajnos nem honosodott meg hasonléan frappans magyar elnevezés.
A ,,confounding” ugyanis sz6 szerint azt jelenti, hogy ,,egybemosdédas”: a probléma valéban az, hogy
az altalunk vizsgalt eltérés egybe van mosédva egy vagy tobb egyéb eltéréssel.)

Ez az oka annak, hogy a naiv mddszer (,,tobb-e a mentélisan beteg a magasabb légszennyezettségii
teriileteken?”) csabitd mivolta ellenére is teljesen fals! Hiaba is dolgoztunk empirikusan, és hiaba is
gyljtottiink szisztematikusan adatokat.

Fontos felhivni r4 a figyelmet, hogy a ,,teljesen fals” természetesen nem azt jelenti, hogy az eredmé-
nylink akkor val6jéban azt jelenti, hogy nem okoz mentilis betegséget a 1€gszennyezettség — természe-
tesen okozhat, csak ez nem kovetkezik abbdl, hogy tobb a mentélisan beteg a szennyezettebb leveg6ji
teriileteken! Onmagdban ez az egyiittjaras nagyon kevéssé bizonyitja az okozati osszefiiggést. Azt
mondhatjuk, hogy nagyobb légszennyezettség egyiitt jdr a tobb mentalis betegséggel, de hogy a na-
gyobb 1égszennyezettség okoz-e tobb mentilis betegséget, az egy sokkal-sokkal fogdsabb kérdés, ami-
nek kapcsan, mint a fentiek is mutatjak, roppant 6vatosan kell eljarni.

Ez az ilyen jellegli adatok értékelésének egyik legnagyobb problémédja (mely a laikus sajtdban is 1épten-
nyomon visszakoszon). A valésagban rdadasul messze nem olyan egyszer(i a helyzet, mint a fenti
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tdblazatban, ahol van egy szem confounderiink. A valds helyzetek 4ltalaban ennél sokkal-sokkal ku-
szabbak.

Ennek illusztrilisara vegyiink egy mésik példat a cikk elejének list4jarol: a csdszdrmetszéssel sziiletés
megnoveli-e az 1-es tipusi cukorbetegség kockazatat? A csaszarmetszéssel sziiletdk kozott tobb az 1-es
tipust cukorbeteg, de — most mér tudjuk — ez nem sokat jelent, hiszen mi van, ha vannak egyéb eltérések
is a csoportok kozott? Ez csakugyan igy van: a kovetkez6 dbra mutatja, immar egy valds orvosi példan,
a legfontosabb confoundereket ebben az esetben. Még itt se mondhatjuk persze, hogy ez az dsszes, de

ez mér valdsagkozelibb.

Sziiletési
tomeg

/~ Anyatejes \
‘ PR )
\_ taplalds

Terhesség
idoétartama

s <
G

Példanak okaért, az anyai diabetes és a csdszarmetszés kozotti nyilon pozitiv jel van, mert a cukorbeteg
anydknak &ltaldban nagyobbak a magzataik, és ez a kiilonféle téraranytalansagok miatt gyakrabban
vezet csiszarmetszéshez. Masrészt a cukorbetegségnek van egy er8s genetikai komponense, igy az
anyai cukorbetegségbdl a gyermekéhez is pozitiv nyil vezet. Es mér ennyi is elég, hogy bajban legyiink:
innentdl kezdve, még ha azt is taldljuk, hogy a csiszarmetszéssel sziiletettek korében tobb lesz késSbb
cukorbeteg (egyébként tényleg ez a helyzet), akkor sem tudhatjuk, hogy mi a valédi ok: csakugyan a
csészérmetszés; vagy egyszerlien csak az, hogy a csdszarmetszéssel sziilet6knek gyakrabban cukorbeteg

az édesanyja? Es ez még csak az els6 confounder volt!

M
N

Erdemes megnézni a masodikat, az anyatejes tplalast is. Ez rdmutat arra, hogy az expozicid és a
confounder k6zott nem érdekes, hogy milyen az okozati kapcsolat irdnya (az eddigi példakkal szemben
itt most aligha arrdl van szd, hogy az anyatejes tiplalas befolyasolja, hogy kordbban csdszdrmetszés
tortént-e. . .), csak az fontos, hogy kapcsolat van. Es csakugyan, a csaszarmetszéssel sziil6 n6k ritkadbban
taplaljak anyatejjel a gyermekiiket, ez igy van a valosigban, és most az mindegy is, hogy ennek mi az
oka. Méasrészt az anyatejes taplalas (szdmos egyéb eldnye mellett) csokkenti a cukorbetegség kockazatat
is — és akkor e ponton megint meg vagyunk 16ve... és még kozel nem vagyunk a sor végén.

4.4. Zavaro valtozoktdl a megzavart olvasokig

Nem véletleniil irtam korabban, hogy a naiv médszer nagyon ,,csébité” tud lenni. Képzeljiik csak el,
plane némi marketinggel meghintve: latvinyos grafikon, rajta a nem 1égszennyezett teriileten felnovok
korében a kockézat (kicsi oszlop), mellett a 1égszennyezett teriiletek adata (oszlop kiiiti az oldal tetejét),
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szomord anyuka megraz6 beszdmoldja mentélisan beteg gyermekérdl, természetesen hangsilyozva a
levegbmindséget stb. stb. Vajon 100 emberbdl hannyal hitetné el a 1égszennyezettség szerepét...?
(Es hanyan mondandk azt, hogy ,,hohd, de hit itt dvatosnak kell lenni, mert a szociodkonémiai statu-
szon keresztiil megval6sul6 confounding van!”...7) Ha jobban megnézziik, mindennapi egészségiigyi
megallapitasainkat Iépten-nyomon atszovi ez a probléma. Nézziik meg kedvenc internetes portalunk
egészségiigyi rovatit is. ..

,»A tobb zoldséget fogyasztok 10 évvel tovabb élnek!” Biztos, hogy a tobb zoldséget fogyasztok csak
a zoldségfogyasztas mértékében térnek el a kevesebb zoldséget fogyasztoktdl? Fogadjuk el, hogy igaz
az allitas, és tényleg egyiitt jar a tobb zoldségfogyasztas a hosszabb élettartammal. Akkor végiil is igaz
ez a mondat, minek rajta kotozkodni? — kérdezhetné valaki. Sz6 nincs err8l, ez nem akadékoskodas,
éppen ellenkezbleg, ez a legfontosabb kérdés. A mondat nyilvan azt akarja sugallani, hogy egylink
tobb zoldséget, hogy tovabb éljiink. De ha valdjiban az el6z6 nem okozati kapcsolat, csak egyiittjaras,
akkor — mivel a valédi ok mas volt — ezzel nem megyiink semmire! Marpedig szamunkra ez a fontos:
ha egy ilyen cikket olvasva életiinket gy valtoztatjuk meg, hogy noveljiik a zoldségfogyasztasunkat,

akkor vdrhatjuk-e ett6l, hogy megné az élettartamunk?

A sor ugyanerre a mintdra sajnos igen hosszan folytathat6. ,,Az indiai konyha rengeteg curry-t hasznél,
és lam, veliink szemben ott szinte ismeretlenek a gyulladasos bélbetegségek!” (Biztos, hogy India
és Magyarorszag kozott csak és kizarolag az az egyetlen kiilonbség, hogy a f6zéshez mas mennyiségii
curry-t hasznalunk?) ,,Azokban az amerikai allamokban, ahol tobbet alszanak, kevesebb a depresszids!”
(Biztos, hogy ezen amerikai dllamok csak és kizar6lag az alvédssal toltott 6rdk szaméban térnek el a
tobbits1?) A legszebb, amikor ugyanazt eljatsszuk oda és vissza is: ,,30 éve még nem hasznaltik ilyen
széles korben a vérnyomas-csokkentSket, és joval tobb is volt a magas vérnyomdsos beteg!” (Biztos,
hogy 2018 és 1988 kozott az egyetlen kiilonbség a vérnyomas-csokkenték hasznalatdnak a mértéke?)
,»30 éve még nem hasznaltak ilyen széles korben a véddoltasokat, és joval kevesebb is volt az autista!”
(Biztos, hogy 2018 és 1988 kozott az egyetlen kiilonbség a védGoltasok hasznélatdnak a mértéke?)

4.5. Egy aranyérmes megoldas

Mit tudunk tenni a confounding probléméja ellen? Torekedni sokféleképp lehet arra, hogy a csopor-
tok csak a vizsgélt tényez8ben térjenek el, de biztosan elérni csak egyféleképp. Tulajdonképpen az
a meglepd, hogy a megoldas milyen késén meriilt fel. 1931-ben a michigan-i William H. Maybury
Tiid6szanatérium orvosa, James Burns Amberson ki akarta deriteni, mégpedig empirikusan, hogy egy
sanocrysin nevii szervetlen aranyvegyiilet vajon gyogyitja-e a TBC-t (elég sok iras sziiletett ennek le-
het&ségérdl akkoriban). Az — ugyebdr! — nem jo megoldas, hogy 0sszehasonlitjuk a gyogyszert kapo
és gyogyszert nem kapd betegek gydgyulasat, hiszen mi van, ha 6k mésban is eltérnek a gydgyszerben
részesiilés tényén tdl? Mi van, ha a gydgyszert inkabb kaptdk a fiatalok (vagy pont, hogy az id6sek),
ink&bb kaptak a férfiak vagy a ndk, inkabb kaptak a tobb vagy kevesebb tarsbetegséggel rendelkezdk
stb. Ez jelen esetben a legkevésbé sem elméleti spekulacié, nagyon is konnyen lehet, hogy egy 1j, még
nem jOl ismert kezelést inkéabb a jobb allapotd és igy egyuttal legjobb gy6gyhajlami betegeknek frnak
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fel ink4bb az orvosok. Tehat a gyogyszert kapd és nem kap6 csoportok ilyen dsszehasonlitdsa teljesen
félrevezetd lehet — belefutottunk a confounding probléméjiba.

Amberson és munkatérsai egy huszarvagissal megoldottak a problémat: pénzfeldobassal dontotték el,
hogy ki kapjon sanocrysin-t! Es ezt most nem irodalmi fordulatként mondom, hanem a sz6 szoros értel-
mében: Amberson konkrétan feldobott egy pénzérmét és az alapjan adott sanocrysin-t vagy egyszer(i
desztillalt vizet a betegeknek, hogy fejet vagy irast kapott, ezt pontosan dokumentalta is a cikkében.
Még arrdl is gondoskodott, hogy a két szer kiilsSleg ne legyen megkiilonboztethetd, és, hogy a dobés
eredményérdl ne tudjon a beteg, csak két orvos és a beadd ndvér.

Es ennyi. Ezzel, a torténelemben el6szor, megoldddott a confounding probléméja. Majd latni fogjuk,
hogy az ismert confounderek kiszilirésére lesz médunk: ha esziinkbe jut, hogy a gydgyszert inkabb fi-
atalabbak, vagy inkabb férfiak kapjak, és ezért feljegyezziik nem csak gydgyszerben részesiilés tényét,
hanem azt is, hogy az alany milyen id&s és mi a neme, akkor ezeket — mint zavard tényezdket — ki
fogjuk tudni szlirni. De ennek minimélis feltétele, hogy esziinkbe jusson, hogy mik a confounderek,
és le is tudjuk ket mérni (egy olyannal, mint a ,,szociodkondmiai statusz” ez utdbbi sem nyilvanvalg).
Amberson megoldasaban, amit az orvosi irodalomban randomizdciéonak szokés nevezni, az a zsenialis,
hogy minden confoundert kiszfir, azokat is, amiket nem tudunk feljegyezni, s6t, azokat is, amik esziink-
be sem jutnak! Tegyiik fel példaul, hogy kideriil, hogy a kékszemiieknek az orvosok inkadbb adnak
sanocrysin-t és a kék szem egytttal noveli a TBC-b6l valé gy6gyhajlamot. Ez cstinyin tonkretenné
az Osszes vizsgalatot, hiszen ki gondolna arra, hogy a szemszint is fel kell jegyezni, de vegyiik észre,
hogy — mert ez a lényeg — Amberson médszere még ekkor is miikodik! Hiszen a pénzfeldobas révén a
kékszemfiiek ardnyaban sem lesz szisztematikus kiilonbség a két csoport kozott! Ugyanigy, mint ahogy
nem lesz szisztematikus kiilonbség a nemi 6sszetételben, az életkori Osszetételben, és egyéltalan: sem-
milyen szempontban sem! fng is mondhatjuk, hogy a randomizacié kisz{ri, rdadasul automatikusan
kisziiri mind a végtelen szdmu potencidlis confoundert — azokat is, amiket nem tudtunk feljegyezni, sét,
azokat is, amikrdl esziinkbe sem jut, hogy confounderek! Ez a randomizalt kutatisok hihetetlen nagy
elénye.

(Ez a kisz{irés természetesen nem azt jelenti, hogy biztosan minden szempont tokéletesen kiegyensilyo-
zott lesz a csoportok kozott. A pénzfeldobds szeszélye folytan eldfordulhat, hogy puszta véletlenségbdl
tobb kékszemii lesz az egyik csoportban, de be lehet latni, hogy mivel ez csak a véletlen szeszélye
folytan allt el6, igy nem befolyasolja a fenti allitasokat.)

4.6. Megfigyelés és kisérlet

Amberson médszerének egy roppant fontos jellemzdje van: befolydsolnunk kell hozz4, hogy ki kap
gyogyszert (expoziciot). Azokat az orvosi vizsgalatokat, ahol a kutaték aktivan befolyasoljak az expo-
zicidt, Kisérletes vizsgalatnak, azokat, ahol csak passzivan feljegyzik, hogy mi tortént, de nem befo-
lyasoljak azt, megfigyeléses vizsgalatnak szokas nevezni.

A kisérletek torténete messzire nyulik vissza, &m a korai kisérletek problémaja az, hogy mindig ott van
a lehet6ség, hogy az orvos, akar teljesen tudattalanul is, de célirdnyosan befolyasolja, hogy ki melyik
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csoportba keriil. Ezt mér a XIX. szdzad végére felismerték, ezért akkorra divatba jottek az Gigynevezett
,»valtakoz6 besorolasi” kutatasok, ami azt jelentette, hogy minden masodik beteg kapta meg a vizs-
galt gydgyszert, minden masodik nem. Ez mar egészen kozel van a randomizilt vizsgalatokhoz (az
csak nem befolyasolja a gyogyulasomat, hogy pératlan sorszami beteg voltam-e aznap a kérhizban!),
de valgjaban még itt is jelentkezhet az el6bbi probléma: sokszor leirtadk példaul, hogy az orvosoknak
megesett a szive egy betegen, ezért igyekeztek gy rendezni az ellatast, hogy a kezelt csoportba keriil-
hessen. Ez nyilvanvaléan elrontotta a dolgot, ha mondjuk a legrosszabb allapota betegeknél keriilt erre
a leggyakrabban sor. Eppen ezért a véltakozd besorolds helyét a XX. szdzad kozepe felé atvette a ran-
domizalt besorolés, kiilonosen, hogy a hires statisztikus Ronald Fisher ennek az elméletét is kidolgozta
(egyébként mar Amberson orvosi alkalmazasa elbtt).

Lathat6 tehat, hogy a kisérletes vizsgalatok hihetetleniil nagy és roppant fontos elénye, hogy elvileg
mentesek tudnak lenni a confoundingtdl. (Gyakorlatilag persze nem feltétleniil: kisérletet is lehet
rosszul csindlni.) A megfigyeléses vizsgalatokndl viszont, bairmennyire is dvatosan jarunk el, mindig a
fejiink folott fog Damoklész kardjaként lebegni a confounding: biztos, hogy minden tényez8, amiben az
Osszehasonlitott csoportok eltérnek — az 6sszehasonlitas targyan kiviil — esziinkbe jutott? Biztos, hogy
mindegyiket le tudjuk mérni? Biztos, hogy mindegyiket jol ki tudjuk sz{irni?

Mindezeket latva adja magat a kérdés: akkor miért nem csindlunk mindig kisérletet?

Erre a kérdésre vannak nyilvanvalé és kevésbé nyilvanvald valaszok. A legnyilvdnvalobb, hogy bizo-
nyos helyzetekben egyszertien lehetetlen: valdszintileg aprobb nehézségeink tamadnanak a kutataseti-
kai bizottsag el6tt egy olyan kutatési tervvel, amelyben sziilondket randomizéltan akarunk ,,csadszarmet-
szetni” — fliggetleniil att6l, hogy sziikségiik van-e ra — azért, hogy kideritsiik, hogy a csaszarmetszés
okoz-e cukorbetegséget (pedig, médszertani szempontbdl ez lenne a legjobb!). Hasonléan nehéz em-
bereket randomizaltan 1égszennyezett és kevésbé 1égszennyezett teriileten ,lakatni”, csak hogy vissza-
térjlink az eredeti példankra. Ilyen esetekben mindenképp maradnak a megfigyeléses vizsgalatok, azok
minden bajaval egyiitt is.

Az érdekes az, hogy néha akkor is csindlunk megfigyeléses vizsgalatot, ha lehetne kisérletet is (vagy
akar ténylegesen végeztek is kisérlet). Ez is mutatja, hogy a kisérleteknek mas hatranyaik is vannak, tdl
azon, hogy dragik, id6- és szervezésigényesek.

Az egyik probléma, hogy a kisérletekben, épp az emlitett szervezésigény miatt, korlatozott a bevonhat6
betegek kore. A néhany ezer f6s kisérlet a legtobb teriileten mér nagynak szamit, a néhény tizezer f6
pedig mar nagyon nagynak, egy ennél is nagyobb kisérletet pedig csak extrém nehezen lehet megszer-
vezni. (Ebbd] ad6ddan nagyon kevés ilyenre van példa. Az utdbbi idék legnagyobb orvosi kisérlete,
melyben minden egyes alany egyénileg randomizélésra keriilt, a CAPITA kutatas volt, melyben azt
vizsgéltak, hogy egy pneumococcus elleni oltas tényleg csokkenti-e a pneumococcus okozta tiidégyul-
ladasok el6forduldsat 65 év felett. Elképeszté szama alanyt, 85 ezer f6t vontak be, ehhez két év és 101
kozpont kellett, megszamlalhatatlan kozremiikoddvel; sejthetSleg szazmillié dollaros nagysdgrendbe
kertiilt ez az egyetlen kisérlet.) Hogy ez miért fontos? Azért, mert a nem elegend6en nagy mintanagy-
sag korlitozza, hogy milyen nagysagu hatést tudunk észrevenni, legyen sz6 akér kivant hatdsrdl, akér
mellékhatasrol, ha példaul egy gyogyszerrdl beszéliink. Ha kicsi a mintanagysag, akkor egy kis javulast,
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vagy egy ritkan jelentkezd mellékhatast nincs sok esélylink észrevenni. Pontosan az elébbi a magya-
razat a CAPITA esetére is: a pneumococcus okozta tiidégyulladds nem fordul el6 stir{in, igy az oltas,
legyen barmilyen hatasos is, ,,darabra” csak kevéssel tudja csokkenteni a tiidégyulladdsok szamat. Es
csakugyan: még a 85 ezer alany is csak arra volt elég, hogy Osszesen kevesebb, mint 200 — a vizsgéalat
szempontjabol fontos tipust — tiidégyulladas el6forduljon. De ugyanez a helyzet a mellékhatasok terén
is: ha egy mellékhatas csak minden 10 ezredik embert érinti, akkor minden matematikai indoklas nél-
kiil is érezhetd, hogy egy 5 ezer f6s kutatasban esélyiink sem lesz észrevenni (pedig ez egyaltalan nem
kis kisérlet!). Megfigyeléses vizsgilatokkal ezzel szemben Osszehasonlithatatlanul kénnyebben elérhe-
t6 ilyen, vagy akar ennél is nagyobb mintanagysag. Gondoljunk arra, hogy a megfigyeléses vizsgalat
sok esetben Ugy néz ki, hogy adatbizisokbdl kérdeziink le alanyainkra vonatkozd informéaciokat — itt a
kutatés tehat nem azt jelenti, hogy fizikailag alanyokat kell kezelniink, hanem azt, hogy a szamitogép
eldtt licsorogve lekérdezéseket kell frogatnunk. A kettd bonyolultsigat egy napon nem lehet emlite-
ni...! En magam is — harmincéves adjunktusként, 2 kutatétirsammal — részt vettem olyan vizsgalatban,
melyben néhany hoénap alatt, és nulla finanszirozassal, 400 ezer magyar beteg adatait dolgoztuk fel —
a CAPITA esetében kutatok és segéderdk ezreire és évekre volt sziikség, meg mellesleg annyi pénzre,
mint a Semmelweis Egyetem éves koltségvetése, hogy 85 ezer alanyt 6ssze tudjanak szedni...

A masik, elébbihez hasonlé gyokerii probléma a kisérletekkel, hogy abban is korlatozottak, hogy
mennyi ideig lehetséges az alanyok utdnkovetése. A gyakorlatban néhdny hénap vagy legfeljebb
néhany év érhetd el (de az alanyok kihulldsa a vizsgalatbdl — nem megy el a kovetkezd vizitre, mert
elfelejti, elkoltozik, elveszti az érdekl6dését stb. — mar ekkor is altalaban igen nagy probléma). Ennél
hosszabb kisérlet 1ényegében kivitelezhetetlen, vagy csak a legelemibb adatok (példaul: életben van-e
egyaltalan még az alany) gyfijthet6ek be. Vilagos, hogy ez miért gond: amig a kevés alany azt limitalja,
hogy milyen nagysdgd hatist tudunk észrevenni, addig a rovid utdnkovetés azt korlitozza be, hogy
mennyi id6 alatt kialakul6 hatdst — legyen az akar kivant hatas, akar mellékhatis — tudunk észrevenni.
Szinte esélytelen, példanak okéért, kisérlettel eldonteni, hogy egy gyerekkori taplalkozési szokas vagy
orvosi beavatkozas okozhat-e egy tipikusan idéskorban, vagy akar felnSttkorban jelentkezé betegséget.
De itt is elmondhat6: megfigyeléses vizsgalatokkal nem feltétleniil reménytelen a helyzet, hiszen
adatbazisokbol sokszor akar tobb évtizedes atfogasu adatok is konnyen kigy(ijthetdek.

A harmadik lehetséges probléma a kisérletekkel, hogy a kisérletben részt vevé alanyok — még a legjohi-
szemiibb tervezés esetén is — sziikségképp egy elég specidlis, ,,steril” populacidt jelentenek, mar pusztan
abbdl is addddan, hogy hogyan verbuvaljak ezeket az alanyokat. Ez mindig felveti azt a kérdést, hogy
talaljunk barmit is a kisérlet alanyai korében, az vajon mennyire vonatkoztathat6 az dsszes alanyra...?
Megfigyeléses vizsgalatokndl ez a probléma sokkal kevésbé jelentkezik: gyakran akér az 6sszes alany
is bevonhat6 a vizsgélatba, igy aztan egész biztos nincs probléma az dsszes alanyra vonatkoztatassal.

4.7. A jo, a rossz, és a kozepesnél némileg gyengébben jo

Osszességében véve tehat a legfontosabb megallapités, hogy nem lehet olyat mondani, hogy a kisérlet
és a megfigyelés koziil az egyik ,,j6”, a masik meg ,,rossz”. Mindkettének jellemz6 el6nyei és hatranyai
vannak, igy az, hogy melyik a szerencsés valasztas, mindig a konkrét kérdéstdl fiigg: van ahol az
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egyik, van ahol a masik, a kérdés az, hogy az adott problémanak mik a jellemz6i. Az el6bbi pontban
mondottakat szem el6tt tartva nagy vonalakban mar mi is tudunk véalasztani!

A ,.nincs j6 meg rossz” a fentinél ltaldnosabban is igaz. Minden kutatdsnak vannak hibaforrisai. Ilyen
a confounding és ilyen a véletlen ingadozas is. Bizonyos kutatdsokban tobb hibaforras van, vagy ko-
molyabb silydak vannak, masokban kevesebb. Van egy sz6, amit nagyon szeretek erre: a bizonyitéerd.
Kifejezi, hogy a tanulményok — ilyen értelemben vett — értéke nem binaris, mint azt néhanyan hajlamo-
sak gondolni: nagyon ritkdn van olyan, hogy egy kutatés ,,tokéletes” (és igy ami abban olvashato, az
Ugy van és pont) vagy, hogy ,.teljesen hasznavehetetlen” (ezért barmi is olvashaté benne, semmit nem
jelent). A valésagban ez egy folytonos skala: arrdl, hogy a szennyezettebb teriileteken tobb mentalisan
beteg gyermek él sem mondhatd, hogy semmit sem jelent (a confounding miatt) — csak épp borzasztdéan
alacsony a bizonyitdereje (arra nézve, hogy a 1égszennyezettség mentélis betegséget okoz).

Valgjaban tehat nincs éles hatarvonal kisérletes és megfigyeléses bizonyiték kozott; minden kutatast a
sajat erényei és korlatai alapjan kell értékelni. Ezt legékesebben az bizonyitja, hogy a kiilonbozd bizo-
nyitékok ,,egy ligdban jatszanak”, mér olyan értelemben, hogy lehet, hogy az dltaldnossdgban gyengébb-
nek tekintett bizonyitékok — példaul megfigyeléses vizsgalatok — képesek lehetnek kivaltani a kisérle-
tes bizonyitékokat. Kiprdobalta-e barki, hogy vakbélgyulladasban a vakbélmiitét hatdsos beavatkozis a
semmittevéshez képest? Meglep6dnék... Pedig borzaszt6 egyszerti volna! Csak fogni kellene 200 vak-
bélgyulladdsos beteget, véletlenszertien 100-at megmditeni, és megvarni, amig 99 gyégyultan hazamegy
(nem 100-at mondtam, mert legyen a miitétnek is valamicske kockazata), 100-zal nem csindlni semmit,
és megvarni, amig 99 is az intenz{v osztalyra keriil perfordlt vakbéllel (nem 100-at mondtam, mert azért
spontan is lehessen meggydgyulni), és voila, meg is van az igen magas bizonyitderejli bizonyitékunk
a vakbélmiitét hatdsossagara! Egész érthetetlen médon nem tudok réla, hogy ezt barki megcsinalta
volna... Vagy mondjuk kiprébalta-e barki randomizalt kisérletben, hogy ha nagy magassagban kiesiink
egy repiil6gépbdl, akkor jot tesz-e, ha van nélunk ejtéerny6?

Bocsénat, ez utdbbi kérdésre lehet pontos valaszt adni: Smith és szerzdtarsa 2003-as cikkiikben — a ne-
ves orvosi folydirat, a British Medical Journal karacsonyi kiilonszdméaban jelent meg — nagyon alapos
irodalomkutatast végeztek a témaban. Pontosan definidltdk az expozicidt (ejtéernydvel rendelkezés sza-
badesés esetén) és a végpontot (halél, vagy komoly trauma — a traumatolégidban altaldnosan hasznéla-
tos ISS sériiléssilyossagi pontszam 15-nél nagyobb — fellépése a foldbecsapddaskor), rendkiviil 4tfogd,
tobb adatbazisra kiterjedd, pontosan dokumentalt irodalomkeresést végeztek, majd arra a megddbbentd
eredményre jutottak, hogy elképeszté mdédon egyetlen egy vizsgélat sem volt, melyben embereket re-
plil6gépbdl dobaltak volna ki, randomizaltan ellatva éket ejtéernydvel és vizsgalva a végpontot! Azaz,
mondjik a szerz6k — nyilvan a kisérletek mindenekfeletti mivoltat hirdet6kon ginyolédva — igazabodl
nem tudhatjuk, hogy jot tesz-e, ha van nalunk ejt6ernyd, ha kiesiink egy repiil6gépbdl...

A masik dolog, amit mindig észben kell tartani: ha el kell donteniink egy kérdést, akkor — természetesen
— az Osszes rendelkezésre allé bizonyitékot fel kell hasznalnunk. A maésodik kifejezés, amit nagyon
szeretek: a ,, bizonyitékok dsszessége” szemlélet. Nem lehet kiragadni egy konkrét kutatast, kiilondsen,
ha rengeteg késziilt a szamunkra érdekes kérdés vizsgalatdra. Marpedig egy sor ilyen témakor van;
ezekben az esetekben az, hogy egy konkrét kutatas mit talalt, nem sokat jelent. Szoktam mondani, hogy
szamos kérdés esetében, ha kapok 6t percet és egy szamitogépet internetkapcsolattal, akkor legaldbb egy

A

kutatast minden 4llitasra és az ellenkez&jére is talalok... El kell tehét felejteni az olyan szalagcimeket,
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hogy ,,A legijabb kutatis bizonyitotta, hogy” — nem az az érdekes, hogy a legijabb mit bizonyitott,
hanem az, hogy dsszességében mit bizonyitanak a kutatdsok! Hasonldan félrevezetések alapjai lehetnek
az olyan mondatok — noha elsdre nagyon tudoményosnak l14tszédnak! — miszerint ,,ez tehét ilyen hatast
okoz [Doe, 2016]” (kiilondsen laikusok megtévesztésére alkalmas ez, akik hajlamosak azt gondolni,
hogy mivel ez egy ilyen komolyan kinéz6, tudomanyos hivatkozassal ellatott allitas, akkor igy kell
legyen — ha egyszer itt az alatdmaszt6 kutatas...!) Valdjdban azonban ez nem sokat jelent, még ha Doe
tényleg ezt is talalta, azonban 20 masik kutatas meg az ellenkez6jét.

TODO
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